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Kapitel 1

Einfiihrung

Schon im alten Agypten (ca. 1500 v. Chr.) sind erste Versuche unternommen
worden, Feststoffgemische zu trennen. So sind von den Agyptern z.B. Malereien
iiber das Windsichten bekannt, wo aufgrund der unterschiedlichen Dichte und

Kornform eine Trennung der Spreu vom Weizen erfolgt.

Die Anfange iiber den Einsatz von Zentrifugen geht auf das Jahr 1836 zurtick. 1876
wurde die erste Zentrifuge gebaut, um Feststoffe von Flissigkeiten zu trennen. Der

Antrieb der Zentrifugen geschah damals noch mit Pferden.

Abh, 1.1 Plerdeantrieb eines Laval Separators (um 1880) [aus 7]

In der Zwischenzeit hat sich Gestalt und Anwendungsgebiet der Zentrifugen immer
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weiter entwickelt. Es gibt auf dem Markt eine groBle Anzahl unterschiedlicher

Zentrifugentypen fiir viele Trennprobleme.

In dieser Arbeit wird die Trennung eines Feststoffes von einer Flilssigkeit behan-

delt. Dazu benutzt man heute hauptsichlich motorbetriebene Uberlaufzentrifu-

gen.

1  Vorratsbehilter

2  Riihrer

4 Pumpe

4 Uberlaufzentrifuge
5 Wasserauffang-

behiilter

Abb. 1.2 Versuchsanlage siner Uberlaufzentrifuge Jaus 7]

Mit dem Rithrer werden die Feststoffteilchen dispergiert, um ein Aussedimentieren
zu verhindern. Uber Schlauchleitungen fordert die Pumpe das Gemisch in die
Zentrifuge. Nach dem Trennvorgang flieft das Wasser in den Auffangbehalter,

wihrend der Feststofl in der Zentrifuge verbleibt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Ergiebigkeit einer Zentrituge aus porésem Material
in Abhéngigkeit von der Drehgeschwindigkeit und der Durchlissigkeit des porosen

Korpers zu bestimmen.

Die Untersuchungen an einer Zentrifuge nimmt man zweckmiéfigerweise in einem
nicht-inertialen Bezugssystem vor. Deshalb werden in Kapitel 2, nach der Behand-
lung einiger Grundlagen, die Bewegungsgleichungen vom inertialen in ein nicht-
inertiales Bezugssystem transformiert, Und zwar geschieht dies der Einfachheit

halber zun#chst fiir den Massenpunkt, um dann auf das Kontinuum einzugehen.
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Kapitel 3 stellt die Grundlagen fiir zweikomponentige Korper dar. Es werden die
Felder definiert und die benétigten Feldgleichungen aufgestellt und hergeleitet. Zur
Vervollstindigung werden Stoffgesetze angegeben, die nicht mehr allgemeingiiltig

sind.

Fiir die Betrachtungen an der Zentrifuge werden in Kapitel 4 zunédchst die Feldglei-
chungen ins nicht-inertiale Bezugssystem transformiert. Mithilfe der Bilanzglei-
chungen wird dann eine Bestimmungsgleichung fiir die Ergiebigkeit der Zentrifuge

entwickelt. Dabei handelt es sich um eine gewthnliche Differentialgleichung.

Die Losung dieser Gleichung war mit Schwierigkeiten verbunden, weil wegen der
groffen Exponentenunterschiede in den Parametern die Abhéngigkeit zwischen
Drehgeschwindigkeit und Ergiebigkeit wegfiel. Eine Losung dieses Problems ist
der Beweis, daf} einige Terme der Gleichung vernachléssigt werden konnen, weil
sie keinen Einflufl auf die Losung haben. Dadurch ergibt sich eine Gleichung fiir
die Ergiebigkeit, die nach Einsetzen der angegebenen Randbedingungen analytisch

losbar ist.

Anhand dieser Gleichung wird als Abschlufl dieser Arbeit in Kapitel 5 eine Para-
meterstudie durchgefiihrt, um einen Zusammenhang zwischen Ergiebigkeit, Dreh-

geschwindigkeit und Durchlassigkeit zu zeigen.



Kapitel 2

Nicht-inertiale Bezugssysteme

2.1 Motivation

In der Newtonschen Mechanik bedeutet die Existenz eines absoluten Raumes und
einer absoluten Zeit die Voraussetzung jeglicher Physik. Wir gehen also davon aus,
daBl es einen Raum gibt, in dem alle Vorgénge stattfinden und in dem die Dinge
ihre Abstéinde haben. Genauso gibt es die absolute Zeit, in der jede Verdnderung
und jeder Vorgang . seine Zeit“ hat, unabhéngig davon, wo er im Raum stattfindet.
Ohne die Einwirkung einer Auflenkraft verharrt in diesem Raum jeder Korper in
Ruhe oder er bewegt sich gleichférmig auf einer geraden Linie.

Zwei Beobachter (o) und (%) betrachten nun zwei Ereignisse A und B. Deren
Lage im Raum wird fiir den (e)-Beobachter mit den Ortsvektoren ry und rg
beschrieben, fiir den (x)-Beobachter mit *r4 und *rp. Als Zeiten der Ereignisse
mifit der (e)-Beobachter die Zeiten t4 und tg, der (x)-Beobachter mifit *t4 und

“tp.

Abb. 2.1  Beobachtung von Ereignissen im absoluten Raum
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Wir kénnen den absoluten rdumlichen Abstand d der beiden Ereignisse auch re-

lativ zu den beiden Bezugssystemen angeben, mit

d=|ra—rp| = |Ta—"rp|. (2.1)

Durch die Isometrie der beiden relativen Absténde, die zu einer Aquivalenzklasse
gehoren, ergibt sich ein Zusammenhang zwischen den Grofien des (e)-Beobachters

und den Groflen des (x)-Beobachters. Benutzen wir namlich, dafl

ta—rp> = (ta—1p) (ra—rp)
(2.2)
— (*rA _*rB) . (*rA _*rB) ’
so folgt daraus, wie wir spéter zeigen,
Jow Ta—"rp = O(t)(ra—rp), (2.3)
mit
o =07, (2.4)
sowie
Eld(t) r = O(t)I' + d(t) . (25)
Genauso muf} natiirlich auch ein Isochronismus vorhanden sein, sodaf} gilt
ta—tp = "ty —*tp . (2.6)

Dies wollen wir hier jedoch nicht weiter betrachten.
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2.2 Relativitat der Bewegung

2.2.1 Zur Relativitat

Die allgemeine Bewegung des Massenpunktes wird beschrieben durch

T =O0r+d, (2.7)

wobei O fiir eine Drehung und d fiir eine translatorische Bewegung steht. Man
kann diese Bewegung — wie folgende Abbildung verdeutlichen soll — auf zweierlei
Weise darstellen:

a) Bewegung des Punktes M im Raum b) Bewegung des Raumes bzgl. M

oder

Abb. 2.2 Relativitit der Bewegung

Wir werden spéter sehen, dafl die Bewegung im ersten Fall durch eine Beschleuni-
gung ausgelost wird. Dagegen wird dazu im zweiten Fall eine nicht-inertiale Kraft

benotigt.

2.2.2 Die kinematische Bedeutung des Tensors O

Wir haben gesehen, dafi der Tensor O Bestandteil der Bewegungsgleichung ist und
wollen nun auf seine Bedeutung eingehen. Dazu betrachten wir die Anderung der
Lage eines Massenpunktes in einem kartesischen Koordinatensystem. Zu Beginn

sei seine Lage durch den Ortsvektor

r = xlel + ZE2€2 + 1'363 = xkek s (28)
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beschrieben.

Nach einer Bewegung entlang einer Kreisbahn um e3 besitzt der Massenpunkt den

Ortsvektor
= "rle; + wley + ey = hey mit T = |r|?*,
72
A
r A
\
L — _| )
r
A |
€ o |
* f | 1 -
€3 (S5}

Abb. 2.3 Lageédnderung eines Massenpunktes

Die lineare Abbildung r — *r = Or wird durch den Tensor 2. Stufe

0O =0"e,®e,

definiert.

(2.10)

Im folgenden zeigen wir einige Eigenschaften von O, die wir im weiteren Verlauf

dieser Arbeit benutzen.

1.) O ist orthogonal.

Mit r = Or gilt
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T-r = (Or)-(Or)

= (Or)-O(r)
(2.11)
= r-0%(Or)

= r-(0TO)r.

Aus |*r]? = | r|? folgt mit der Definition des Skalarproduktes

T-r=r-r, (2.12)

d.h. OTO = 1. Dies bedeutet, dafi die Transponierte von O gleich der

Inversen von O ist.

o' =0". (2.13)

Damit ist O orthogonal.

detO = +£1.

Aus OT = O~ folgt

1
det O7 = detO~ ! = .
et O et O et 0

(2.14)

Somit ist das Produkt

det O" - detO = 1, (2.15)

und damit
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detO = +1 . (2.16)

3.) Komponentendarstellung von O.

Setzen wir die Komponenten von r und r in die Beziehung

0 =0"e,®e, (2.17)

ein, so ergibt sich daraus

*xkek. = O(xlel) = xlOel . (218)

Wir konnen jeweils die zugehorige Komponente von *r isolieren, indem wir

auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit einem Basisvektor e,, bilden.

whe, e, = 2l(e, - Og)
x M l
™ = z'(en - O¢)
(2.19)
= 2l(e, - (O"e,®e,)e)
= O™,
Bei Drehung um ej gilt
3 =t (2.20)

Daraus folgt mit

*.733 = 031$1 + 032.772 + 033$3 (221)
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— O =0, 02 =0, 0¥ =1.

Wegen der Orthogonalitat von O gilt

oo’ =1,

also ergibt sich nach Einsetzen der uns bekannten Koeffizienten

011 012 013 Oll 021 0 1 0 0
021 022 023 012 022 O — O 1 0
0 0 1 oB 0% 1 0 01

Hieraus konnen wir bestimmen

0" 04+0%.0+0%.1=0 = 0% =0,

und

O* . 04020402 1=0 = 0B =0.

Weiterhin kann man mit |r| = 7 aus Abb. 2.3 ablesen

' = rcosyp, 2 = rsing,

2l = reos(a+ ), 2 = rsinfa+ ).

10

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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wobei mit ¢ der Winkel zwischen der Abszisse und r und mit o der Winkel

zwischen r und r bezeichnet wird.

Diese Beziehungen setzen wir in (2.19) ein und erhalten

rcos(a + ) = OMrcosp +O%rsing |

(2.28)
rsin(a + ) = O*rcosp+ O0*rsing .

Nach Kiirzen von r und Anwendung von Additionstheoremen ergibt sich fiir
alle Winkel ¢

cosacos o —sinasing = O cosp + OPsing ,

(2.29)
sin o cos o + sinpcosa = O?! cosp + O*sin g .
Durch Koeffizientenvergleich bestimmt man
O = cosa, O¥ = —sina,
(2.30)
0O* =sina, 0 = cosa.
Wir erhalten O* in Matrizenschreibweise
cosae —sina 0
(O")=| sina cosa 0 | - (2.31)
0 0 1
Daraus ergibt sich also O in Komponentendarstellung
O =cosae;®e; — sinae; Qe+
(2.32)

+sinae;, ®e; + cosaes ®e;+e3Res.
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2.3 Die Bewegungsgleichung des Massenpunk-

tes

2.3.1 Allgemeines

Hatten wir eben nur die Lagednderung eines Massenpunktes untersucht, so wollen
wir jetzt die Bewegung eines Massenpunktes betrachten. Zur Vereinfachung und
im Hinblick auf unser weiteres Ziel dieser Arbeit, Vorgénge in einer Zentrifuge ken-
nenzulernen betrachten wir hier eine Kreisbewegung. Da eine Zentrifuge ndmlich
um eine Achse rotiert, bewegt sich jeder Punkt in ihr auf einer Kreisbahn.

Wir benutzen hier wieder den orthogonalen Tensor O, um die Plazierung des

materiellen Punktes festzulegen.

r(t) = O(t)r . (2.33)

Da es sich hier um eine Bewegung handelt, ist O jetzt abhéngig von der Zeit ¢.
Durch die zeitliche Ableitung des Plazierungsvektors *r(t) kann leicht auch die

Geschwindigkeit des Teilchens zu jedem Zeitpunkt ¢ ermittelt werden

V) = ——=. (2.34)

Die zweite Ableitung des Plazierungsvektors 'r(¢) nach der Zeit liefert die Be-

schleunigung

a(t) = . (2.35)

Es stellt sich nun die Frage, welche Ursachen zur Bewegung des materiellen Punk-
tes fithren. Wenn uns die Eigenschaften — wie z.B. die Masse — und auflerdem die
Plazierung sowie die Anfangsgeschwindigkeit des Massenpunktes bekannt sind, so

benotigen wir noch ein Bewegungsgesetz, das die Einwirkungen von auflen, also
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die Einwirkungen der Umgebung auf den materiellen Punkt, beschreibt. In seinen
Axiomen 16ste NEWTON (1643 bis 1727) dieses Problem der klassischen Mecha-
nik. Diese Axiome gelten fiir Inertialsysteme. Dies sind Bezugssysteme, in denen
ohne duflere Einwirkung die Bewegung geradlinig ist und die Geschwindigkeit ei-
nes Korpers konstant bleibt. Es gibt unendlich viele Inertialsysteme, die alle die
Eigenschaft besitzen, sich geradlinig und gleichformig gegen den Fixsternhimmel
zu bewegen. Newton erklarte, daf§ die Kraft F diejenige Grofe sei, die den Bewe-
gungszustand des Korpers éndere. Diese Kraft F ist fiir Korper mit konstanter

Masse m proportional zur Beschleunigung a, d.h. es gilt

ma(t) = F . (2.36)

Wie schon erwihnt gibt es zwei Moglichkeiten, die Bewegung eines Massenpunktes
zu beschreiben. Im ersten Fall betrachten wir ein festes Bezugssystem mit den
Basisvektoren e, es, e3, in dem sich der Massenpunkt mit dem Anfangsortsvektor

r bewegt. Zum Zeitpunkt ¢ hat das Teilchen die Plazierung

Tt = gPe, mit = OMa'. (2.37)

Dieselbe Bewegung kann man auch beschreiben, indem man den Plazierungsvektor
r des Punktes festhilt und das Basissystem dreht. Das Koordinatensystem hat

nach der Drehung die Basisvektoren “eq, *es, "e3 mit

Im neuen Basissystem kann man den Ortsvektor des Punktes schreiben als

="M, mit = 2. (2.39)
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| r(t =0)
€2
\#
e e | e r(t=0
—
(07
Raum hat sich gedreht 4) o (S)
r(t > 0)
* >
| r(t > 0) eses gla,” o
%)
€2
\#
*esb ‘e1 g

Abb. 2.4  Relativitdt von Bezugssystemen

Es ist nun leicht zu verstehen, daf§ man auch die Geschwindigkeit, die Beschleuni-
gung und die Krifte relativ zu diesem Bezugssystem ausdriicken kann. Im folgen-
den wollen wir Gleichungen fiir diese Grolen aufstellen. Als zentrale Gleichung
muf} dabei immer das Newtonsche Grundgesetz F = ma gelten, denn dessen
Giiltigkeit kann nicht von der Wahl des Beobachtersystems abhéngig sein.

Zunichst betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes im inertialen Be-
zugssystem e, e, es. Aus (2.33) und (2.34) folgt fiir die Geschwindigkeit des

Massenpunktes zu einer beliebigen Zeit ¢

d dO .
v = —(Or) = —r = Or mit
ooodt dt (2.40)
0O = Oklek X e .

Aus (2.31) ergibt sich durch Ableitung nach der Zeit

—sin « da — Ccos da 0
dt dt
(0" = do o da -
COS & 7 sin o 7 0

0 0 0
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—sin « — COS & 0
_ I
= Ccos v —sin o T
0 0 0

15

(2.41)

d
Die zeitliche Winkelédnderung d—? wird als Winkelgeschwindigkeit w bezeichnet

do
— =w.
dt
Mit
T = Or,
folgt
r = O '%n
— OT*

Damit 1Bt sich die Gleichung *v = Or schreiben als

v = 00T .

Wir definieren

W = 007 = Whe, ® ¢

dabei wird W* als Matrix der Winkelgeschwindigkeit bezeichnet.

Mit (2.31) und (2.41) ergibt sich

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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—sin« —cos « 0 Ccos (v —sin «
Cos & —sinao 0 sin o Cos «
0 0 0 0 0
—sin« —Ccos 0 CoSs & sin «
COoS & —sin« 0 —sin« CoS «v
0 0 0 0 0

— sin «v cos ¢ + sin o cos o

cos? a + sin®

0
0 -1 0 0 —w
1 0 0 =] w 0
0 0 0 0

In Komponentenschreibweise ergibt sich also

Wir setzen dies in

ein und erhalten

W = —we|p¥ey+wey e .

v = 007" r = W'r,

(~wei®e twey®e)T

= W (—81 ®ext+e® 61)*Jfkek

0 —1 0 "

—sin®a — cos?

COS (¢ SInN (v — Sin o Cos &

0

o o O

16

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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0 -1 0 rcos(a + @)
= w| 1 0 0 rsin(a + ¢)
0 0 0
—sin(a + ) (2.50)
= wr| cos(a+y)
0

= wr(—sin(a+ ¢)e; + cos(a + p)ey) .

Bildet man den Betrag dieses Geschwindigkeitsvektors, so erhélt man die bekannte

Gleichung fiir die Bahngeschwindigkeit

V| = wr. (2.51)

Folgendes Bild soll dies noch einmal veranschaulichen.

VAot p

A

€2

aj—gp

&
(S (S31

Abb. 2.5 Bahngeschwindigkeit eines Massenpunktes
Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir noch eine besondere Eigenschaft von
W benutzen. Wir zeigen hier, dal W schiefsymmetrisch ist.
Es ist bekannt, dafl

00" = 1. (2.52)

Die Ableitung einer Konstante ist gleich Null, d.h.

(007) = (007 + 007) = 0. (2.53)
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Mit OO” = W und 00T = (007)T = W7 ist also

W+ W' =0 (2.54)

— |W=-WT. (2.55)

Damit ist W schiefsymmetrisch.

2.3.2 Bewegungsgleichungen im nicht-inertialen Bezugs-

system

Jetzt kommen wir zu einer Anderung des Bezugssystems. Wir wollen herausfinden,
wie wir die Bewegungsgleichungen transformieren miissen, um die Bewegung im
nicht-inertialen Bezugssystem zu beschreiben.

Im inertialen Bezugssystem wird die Plazierung eines materiellen Punktes durch
den Ortsvektor r,, = r,,(t) ausgedriickt. Der Punkt hat die Koordinaten

x = z%e;. Derselbe Ort des Punktes wird jetzt im nicht-inertialen Bezugssystem

beschrieben. Dann hat der Punkt die Koordinaten

% = Ox+d. (2.56)

Abb. 2.6  Anderung des Bezugssystems
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Dabei gibt der Vektor d die Lage des alten Koordinatenursprungs im neuen Sy-
stem zur Zeit ¢ an, also die Verschiebung des nicht-inertialen Bezugssystems zum
inertialen System. O beschreibt die gegenseitige Verdrehung der Koordinatensy-
steme zum Zeitpunkt ¢. O und d sind also zeitabhéngige Gréflen. Genauso kann
man die Beziehung zwischen den Ortsvektoren im inertialen und nicht-inertialen

Bezugssystem r,, und *r,, aufstellen.

Tty = Or,, +d. (2.57)

Damit konnen wir die Geschwindigkeit im nicht-inertialen Bezugssystem bestim-

men

Y, = *t, = Or,, +Or,, +d =

= Ov,, + 007 (r,, —d) +d (2.58)

— |0V, = Vi —W(T,—d)—d.

Wir bilden noch einmal die zeitliche Ableitung und erhalten die Beschleunigung

a, = v, = Oa,,+ Ov,,+Ov,, +O0r, +d=
: ) ) (2.59)
= Oa,, +20v,, +Or,, +d.
Formt man diese Gleichung um, so erhélt man
Oa,, = *a,, — 20v,, — Or,, — d . (2.60)

Wir bringen diese Gleichung in eine andere Form, indem wir die beiden mittleren

Terme mit OTO = 1 multiplizieren. Es ergibt sich

Oa,, = *a,, —20070v,, — 00"Or,, — d , (2.61)
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mit W = 007, (2.57) und (2.58) kann man dafiir schreiben

Oa,, = Ay — 2W (V,, — W(r,,, —d) — d)
) ; (2.62)
-00"(*r,, —d) —d.

Auch die letzten Ausdriicke mit dem orthogonalen Tensor auf der rechten Seite

kann man durch Ausdriicke mit W ersetzen. Wir benutzen

W = 007 + 007 =
= 007 + 0T00" = 00" - W? (2.63)

Es ergibt sich dann

Oa,, = "a, —2W(v,, — d) +2W?('r,,, — d)

. . (2.64)
—~(W4+WH(r, —d) —d.
Wir fassen noch einmal zusammen und erhalten
Oa,, = Ay — 2W (v, —d) + W2(r,,, — d)
) . (2.65)
-W(r,—d)—d.

Die Terme dieser Gleichung werden wie folgt bezeichnet:

W (*v,, —d) — Coriolisbeschleunigung
~W?2(*r,, —d) - Zentrifugalbeschleunigung
W(*rm —d) — Eulerbeschleunigung

d — Beschleunigung der relativen Translation

Wir wollen jetzt noch untersuchen welchen EinfluB die Anderung des Bezugssy-
stems auf die im System wirkenden Kréfte hat. Wir benutzen dabei die Invarianz
des Newtonschen Grundgesetzes fiir verschiedene Beobachtersysteme. D.h. es muf3

sowohl gelten
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ma—F =0, (2.66)

als auch

ma—*"F=0. (2.67)

Mit dieser zentralen Aussage sind wir in der Lage, eine Transformationsregel fiir
Krifte beim Ubergang von einem inertialen zu einem nicht inertialen Bezugssy-

stem aufzustellen.

Aus

ma—F =0, (2.68)

folgt durch Multiplikation mit dem orthogonalen Tensor

mOa — OF = 0. (2.69)

Durch Einsetzen von (2.65) ergibt sich

ma, — 2mW (v,, — d) + mW2(r,, — d)
: . (2.70)
-m(W(r,, —d) —md —-OF =0.

Und daraus

OF = F —2mW(v,, —d) + mW?(t,, — d)
(2.71)

—mW (r,, —d) —md .

Man sieht, daf hier zusétzliche Kréifte wirken. Es sind Trégheitskréfte, die wieder

verschwinden, wenn wir das Teilchen von einem Inertialsystem aus betrachten.



KAPITEL 2. NICHT-INERTIALE BEZUGSSYSTEME 22

Mit m*a = *F und (2.59) entsteht ndmlich

‘F = m(Oa+20v+Or+d)
. ) ) (2.72)
= OF +2mOv + mOr 4+ md .
Ein Beispiel mit den vereinfachenden Annahmen d = 0 und *F = 0 soll uns noch

einmal die Wirkungsrichtung der Kréfte im nicht-inertialen Bezugssystem verdeutlichen.
Wir betrachten den zweidimensionalen Raum und rechnen in Zylinderkoordinaten, weil

sich dies auch fiir das Berechnen der Vorgénge in der Zentrifuge als zweckméfig erweisen

wird.
g2 81 ‘e
\
\
\
A o r (0%
€2 eo ©_~ %)
e
€1
Abb. 2.7  Zylinderkoordinaten
Ebenfalls soll hier gelten
w = konst und
(2.73)
r = |'ry;| = konst .
Der Massenpunkt hat zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Koordinaten
* 1
T = rcosy,
(2.74)
2?2 = rsing.
D.h. sein Plazierungsvektor hat die Form
r = zle; + 2%y . (2.75)

Wir bestimmen die Basis in Zylinderkoordinaten
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o'ry,

*gl — 5 = COS SD*el + sin QD*ez R
a*: (2.76)
oy = ™ = r(—sing'e; + cos p'es) .
dp

Damit kann man die Basisvektoren im inertialen Bezugssystem mittels Skalarmultipli-

kation umformen zu

* _ *, 1 : *
el = cosp'gl — —sinpgs

1 (2.77)
ey = sin gy + - cos 0'gs .
g, ist ein Einheitsvektor, die Lange von *gs ist abhingig von r.
Der Plazierungsvektor des Massenpunktes lautet damit
* * 1 : *
ry, = rcosg(cosp'gr — —sine’gs)
T
1
+ rsin p(sin g1 + — cos ¢'g2)
r
= rcos?p'g — cossin gy (2.78)

+ rsin? p*g; + sin cos p'gy

*
= T8 .

Da sich das Basissystem mitdreht, ist die Geschwindigkeit des Massenpunktes im nicht-

inertialen Bezugssystem

Vi = 0. (2.79)
Uns ist jetzt bekannt
m = Ov+Or =0, (2.80)
und daraus folgt
Ov = -Or
) (2.81)
== v = —-0%0r.

Durch Umformen von (2.31) und mit (2.41) kénnen wir schreiben
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(OTO) _ w( —c?sa —sina) ( —sin« —c.osa)
—sina cos & cos « —sin o

( 0 w ) ( 0 . ) (2.82)
= w = — = -W.
w 0 —w 0

Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit des Massenpunktes

v = Wr
= —w(eg®er—ey®eq)r

= (—we; ®ez+wes@eq)r

(2.83)
= (—wxoe; +wriey)
= wr(—sin(¢ + a)e; + cos(a + ¢)es)
= wgo .
Benutzen wir die Beziehung 'a = v = 0 = Oa,, + QOvm + ()rm +d ,
ergibt sich mit (2.63) und d = 0
Oa = —-20v-Or
. (2.84)
= W - W',
Da die Winkelgeschwindigkeit w konstant ist, gilt W = 0 und damit
Oa = W?r. (2.85)

Als einziger Term bleibt also die Zentrifugalbeschleunigung stehen. Wir transformieren

nun W in Polarkoordinaten. Aus (2.83) geht hervor, daf§

W = —w(e1 Xey—ey® el) . (286)

Setzen wir hier die Beziehung (2.77) ein, so erhalten wir

W = w{(cosso*glrsmsogz)®(Slns&g1+rcossog2)

—(sin g1 + ;cosg@ 22) ® (cos g — ;Slngo g2) ¢ =
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1 2 % * 1 2 % *
= —w ;cos g ® gg—;sm Pgr® g1+

—i—;sm PEg® g2—;COS PR g
’ * . ) (2.87)
= w81V L — -8R g1
r T
1 * * * *
= —w;{g1®g2—gz®g1}-

Wie (2.85) zeigt, bendtigen wir das Quadrat des Winkelgeschwindigkeitstensors und
deshalb bilden wir

]‘ * * *
wW? = wzﬁ {81 ®"82 — g2 @ g1} {81 ® B2 — B2 ® &1} . (2.88)

Unter Beachtung von *gs - *gg = r -7 = 72 ergibt sich

]' * *
w? = wzﬁ {—r2*g1 ®'g —'Z;w® gz}
= —w g1®g1+ﬁg2®g2 .
Wir konnen dann bestimmen
OF = mOa

* * 1 * * *

= —mw’ { g OB+ 5 HO gz} g1 (2.90)
= —mw’rg .

Man sieht jetzt, dal diese Kraft, die Zentrifugalkraft, in Richtung *g;, also radial zur

Kreisbahn, auf der sich das Teilchen bewegt, wirkt.

2.3.3 Ergebnisse fiir den Massenpunkt

Wir fassen jetzt die Ergebnisse fiir die Kreisbewegung eines Massenpunktes als
Ubersicht zusammen. Dabei befindet sich der (e)-Beobachter im inertialen Be-
zugssystem und mochte mit den in seinem System gemessenen Groflen die ent-

sprechenden (x)-Grofien im nicht-inertialen Bezugssystem bestimmen.
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(e)-Beobachter (x)-Beobachter
Masse m m
Plazierung r=0r+d r = OT(r —d)
Geschwindigkeit | *v,, = Ov+Or+d v = O7 (*v —~W((r—d) - d)

Beschleunigung | a = Oa+20v+Or+d | a = O7 [*a —2W (v — d)+
+W2(r —d) - W(r—d) —d|

Bewegung ma = F ma = "F
Kraft F = OF +2mOv+ F = OT [F - 2mW(v — d)+
+mOr + md +mW2(r — d) = mW(r — d) — md|

Alle diese Transformationsgesetze basieren auf der

Euler Transformation
=0(t), d=d@)
*=0r+d.

Dies ist die allgemeinste Transformation zwischen kartesischen Koordinatensyste-
men, wenn die Zeit nicht transformiert wird. Dabei sind O und d von der Zeit
abhéngig. Diese Zeitabhéingigkeit bewirkt bei den Bewegungsgréfien Terme, die
es nicht zulassen, sie wie iibliche Vektoren und Tensoren zu transformieren. Das
ist nur dann méglich, wenn die zusatzlichen Terme wegfallen, also wenn O und d

nicht zeitabhéngig sind. In diesem Fall bezeichnet man eine Transformation als

Galilei Transformation

O, d konstant.

2.4 Kontinuum

In der Zentrifuge kénnen wir nun nicht nur einzelne Massenpunkte betrachten.
Denn das Wasser, das durch die Zentrifuge gedriickt wird, stellt ein Kontinu-
um dar. D.h., dafl sich egal wie klein man eine Umgebung auch betrachtet, im-
mer unendlich viele Teilchen in ihr befinden. Fiir ein Kontinuum &ndern sich die
Transformationsregeln des Massenpunktes nicht, jedoch gilt hier eine andere Be-

wegungsgleichung.



KAPITEL 2. NICHT-INERTIALE BEZUGSSYSTEME 27

2.4.1 Cauchy’scher Erhaltungssatz der Bewegungsgréfie im

inertialen Bezugssystem

Wir untersuchen ein Teilchen X, das sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in einer span-
nungsfreien Referenzkonfiguration befindet. Dieses Teilchen bewegt sich um den
Verschiebungsvektor u. Es befindet sich dann in einer neuen Konfiguration und

hat den Ortsvektor x.

Abb. 2.8 Kontinuum

Man kann die Bewegung mit der Bewegungsfunktion x ausdriicken

x = x(X,t) = X+u(X,1). (2.91)

Dann gilt fiir die Geschwindigkeit

ax ou
T (2.92)
und entsprechend fiir die Beschleunigung
?x  0%u
= oe T o (2.93)

Der wesentliche Unterschied zur Bewegung des Massenpunktes stellt nun die Be-
wegungsgleichung dar. Fiir das Kontinuum gilt nicht die Newtonsche Gleichung,

sondern der Erhaltungssatz der Bewegungsgréfie von CAUCHY
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pa = divT + pb . (2.94)

Hierbei handelt es sich genau wie bei der Newtonschen Gleichung um einen Impul-
serhaltungssatz. Dabei steht p fiir die Massendichte, T = T7 ist der Cauchysche

Spannungstensor und b ist eine Auflenkraft.

2.4.2 Transformation in ein nicht-inertiales Bezugssystem

Uns interessiert nun, wie die Cauchysche Gleichung aussieht, wenn wir das Bezugs-
system dndern. Unter der Annahme, dafl die Massendichte im beweglichen und im

unbeweglichen System gleich ist, gelten die unverédnderten Transformationsregeln

= 0Or+d bzw. % = Ox+d,

v = Ov+Ox+d, und

. . . (2.95)
a = 0a+0Ov+O0Ox+d,
mit p = p, O(t) und d(¢) .
Die Bewegungsgleichung lautet im beweglichen System
pa = divi*'T +"pb (2.96)

wobei div* bedeutet, dafl nach *r und nicht nach z differenziert wird.

2.4.3 Das Spannungsglied div T

Es stellt sich nun die Frage, wie man div* *T transformieren kann. Wir wollen
zunéchst die Spannung transformieren. Dazu schreiben wir den Spannungstensor

in Komponentenschreibweise

T =T'e,®e . (2.97)
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Mit "e;, = Oe; folgt daraus

T = Tkl(Oek) & (Oel) =
O(Tklek) & Oel =
(@) (Tklek & el) OT <298>
—_——
T
— “T = OTO"|.

Eine Grofle, die sich derart transformieren 1a8t, wird eine objektive Grdfie genannt.
Jetzt geht es darum, div* *T zu transformieren. Dazu schreiben wir div T in Ko-

ordinaten

divT = (gradT) -1 =
_ (6((Tklek) ® Oeg)) ® em) 1

(2.99)

ox™

o™
= axm €L .

Im beweglichen Koordinatensystem gilt also

a*Tk;m .

div:*T =
1v 9 m

ey . (2.100)

Wie man nach *z™ differenziert wollen wir zur Vereinfachung zunéchst an einer

skalaren Funktion ¢(x) herausfinden. Fiir diese Funktion ist uns bekannt

grad ¢ = a—qbkek und
Oz (2.101)
x = Of(x—d).

Wegen der Transponierung von O miissen wir bei der Koordinatenbildung beziiglich

des ersten Koeffizienten summieren und nicht beziiglich des zweiten, d.h. es gilt

¥ = O%(*xy — d)) . (2.102)
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Wir fithren eine zweite skalare Funktion ein

Dann gilt unter Beriicksichtigung der inneren Ableitung

) 99 ,
grad ¢ = Gk ep =

d¢ O0xt

- er .
oxl O*xk

30

(2.103)

(2.104)

0
Mit —— (O™ (*zp — dn)) = O™ 6pm = OM kann man dies noch vereinfachen zu

ok

* a¢ klx kl ng
grad gb = @O e — (O @
— grad*¢ = OTgrad¢.

(2.105)

Wir wollen diese Beziehung nun auf den Spannungstensor anwenden. div T ist

ein Vektor und da wir nicht nach der Zeit differenzieren, transformiert sich dieser

Vektor auch dementsprechend. D.h.

divi*T = (grad**T) -1 =
= [(O" grad)"T] 1 =
— [O7 grad(OTO")] -1 =
= [(grad T)O"] -1 =
= O(divT).

(2.106)

Damit haben wir die Transformationsregel fiir einen objektiven Vektor erhalten:

|div*T = OdivT].

Wir benutzen dies jetzt um die Cauchysche Gleichung zu transformieren.

(2.107)
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pra = div'*T +* p*b

p(Oa+20v +Ox+d) = OdivT + p'b

(2.108)

O (pa— divT)+p(20v + Ox +d) = p'b .
—_——

pb

Wir erhalten so die Transformationsregel fiir das letzte uns unbekannte Glied in

der Gleichung, néamlich fiir *b

Ob+20v+0x+d ="*b.

(2.109)

2.4.4 Ergebnisse fiir das Kontinuum

Zum Vergleich wollen wir auch die Ergebnisse fiir das Kontinuum in einer Tabelle

zusammenfassen:
(e)-Beobachter (*)-Beobachter
Massendichte =7 p
Plazierung *x = O0x+d x = OT(%x —d)
Geschwindigkeit | v = Ov+ Ox +d v = 0T (v-W(x—d)-d)
Beschleunigung | *a = Oa+20v +Ox+d | a = O7 [*a —2W (v —d)+
+W2(x —d) - W(x —d) —d|
Bewegung pa = divT + pb pa = div**T + p*b
Spannung *T = OTO? T = OT*TO
Kraftdichte | *b = Ob + 20v+ b = 0" b —2W(v—d)+
+0x +d +HW? = W)(x - d) - d]

Hierzu noch ein abschliefendes Beispiel:

Wir betrachten die Drehung einer Kreisscheibe mit einer konstanten Winkelgeschwin-

digkeit w. Wir setzen auflerdem vereinfachend voraus:

(2.110)
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g1

Abb. 2.9 Kreisscheibe

Damit konnen wir die Bewegungsgleichung im nicht-inertialen Bezugssystem vereinfa-

chen
pa = div**T + p*b)
~~
0
= 0 = div T—i—p(Qg@%—ZOv—i—Ox—i—\(OL
0 = div**T + p(20070v + 00T Ox)
0 = div'*T+p(2WOv + (W +W?)Ox)
~~
N (2.111)
_ R X o 20k,
0 = div T+p[2W(\:}/r/ Ox %)—FW(X %)]
0 = div**T+p[2W(—W(*x—£/))+W2*x]
0
0 = div'*T — pWx
0 = div'*T + pw’rg; .

Wir sehen also, da auch hier die Zentrifugalkraft wirkt. Zusétzlich existiert beim Kon-

tinuum aber die Spannung div* *T.



Kapitel 3

Grundlagen fir

zweikomponentige Korper

In Kapitel 4 dieser Arbeit wollen wir eine Zentrifuge betrachten. Sie besteht
aus einem sich drehenden porosen Korper, durch den eine Flissigkeit gedriickt
wird. Offensichtlich handelt es sich hier um einen zweikomponentigen pordsen
Korper. Wir setzen dabei isotherme Bedingungen voraus, d.h. es sollen keine
Temnperaturinderungen eintreten. Sieht man sich einen Teil dieses zweikompo-
nentigen Korpers durch emne Lupe - also mikroskopisch - an, dann sieht man das
Festkirperskelett S und Kanile F, durch die die Fliissigkeit gepresst wird (siehe
Abb.).

Abb. 3.1 Mikroskopische Betrachtungsweise

Wir wollen hier davon ausgehen, dab alle Kanile durchlissig sind. Es bilden sich
also weder Sacke noch Einbuchtungen, in denen die Fliissigkeit zur Ruhe kommt.

Wire dies namlich der Fall, so wiirde diese Flissigkeit nicht mehr zur Bewegung

33
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beitragen und miifite dem Skelett zugrechnet werden.

3.1 Mikroskopische und makroskopische Betrach-
tungsweise

Wir wollen nun die Frage kldren, wie wir die Eigenschaften eines solchen Korpers
beschreiben koénnen. Ein einfaches Beispiel soll uns das Problem vor Augen
fithren:

Zwei gleiche Stébe, die fest im Boden eingespannt sind und oben mit einer Kopfplatte

verbunden sind, werden einem Zugversuch unterzogen.

1A,

Abb. 3.2  Zugversuch

Sie haben beide den Elastizitdtsmodul F,, und nach der Belastung mit der Kraft K die
Querschnittsfliche A, sowie die Lénge [. Wir kénnen dann mit ¢ = % und o = % die
Verzerrung ¢,, des Gesamtkorpers angeben als

=1 K

_ , 1
lo 2E, Ay (3.1)

Ew

Dabei bezeichnet [y die Anfangsléinge der Stébe.

Stellen wir uns jetzt vor, dafl die beiden Stébe mit einer undurchsichtigen Folie umhiillt
sind und wir die wirkliche Querschnittsfliche und den wirklichen Elastizitdtsmodul eines
einzelnen Stabes nicht kennen. Uns ist nur eine Gesamtquerschnittsfliche A sowie ein
Gesamtelastizitdtsmodul E.r; bekannt. Jetzt ist die Verzerrung des Gesamtkorpers

=1 K

Eeff = = . 3.2
i o Fop A (3.2)

Wir stellen also den wirklichen Eigenschaften des Korpers - bezeichnet mit w - seine

effektiven Eigenschaften (.rf) gegeniiber. Wir wollen versuchen, einen Zusammenhang
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zwischen beiden Groéflen zu finden. Offensichtlich ist die prozentuale Lingenédnderung

des Korpers in beiden Fillen gleich. Wir konnen also die beiden Terme fiir die Verzerrung

gleichsetzen.
Aus
K K
= 3.3
2FE, Ay EepfA’ (33)
folgt
Ay 24,00
E.pp = 2E,—— = Ey - . 3.4
1t 1 Alg (3-4)
2Au1lo

In dieser Gleichung gibt der Term =t den Volumenanteil an, den die Stébe einnehmen.
Allgemein nennt man diesen Term n° = Volumenanteil Skelett. Wie leicht zu sehen ist,
kann n® Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Der verbleibende Anteil der Luft zwischen
den Stében ist dann n = 1 — n® und beschreibt die Porositit des Gesamtkorpers.

Wir haben jetzt also den Zusammenhang

E.;f = n°E, , (3.5)

zwischen dem makroskopisch gesehenen Wert des E-Moduls . ¢y und dem mikroskopisch

betrachteten Wert E,, gefunden.

bertrigt man dieses Beispiel nun auf unseren Fall des mit Fliissigkeit gefiillten portsen
Korpers, so stellt man fest, dafl eine mikroskopische Beschreibung so gut wie unméglich
ist. Uns ist ndmlich die Struktur des pordsen Korpers vollig unbekannt. Deshalb wollen
wir den Korper jetzt makroskopisch betrachten, d.h. wir ,,verschmieren* die Eigenschaf-
ten aus der Mikroebene. Damit tun wir etwas, das uns von den Gasen ldngst bekannt

ist, wir betrachten den Korper mischungstheoretisch.

3.2 Mischungstheorie

Wenn wir z.B. etwas iiber die Geschwindigkeit einer Fliissigkeit in einem portsen
Korper erfahren wollen, so konnen wir nicht die Geschwindigkeit in den Kanélen
messen, sondern wir bestimmen insgesamt die Massenausfuhr in einer bestimmten

Zeit.
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Betrachten wir also einen porésen Korper mit der Querschnittsfliche A und der

Vergleichslinge .

Abb. 3.3 Durchflossener porfser Kirper

Sehreiben wir F fiir Flissigkeit und R fiir realistisch, dann betragt die Masse der

ausgeflossenen Fliissigkeit pro Zeiteinheit

o L Tal [k—g] (3.6)

5

Dabei bezeichnet pf® die Massendichte der Flissigkeit, AFR die Querschnitts-
fiche der Kanile und vF® die Geschwindigkeit der Fliissigkeit in der Mikroebene.
Nehmen wir wie im obigen Beispiel an, daff die Grofle der ausgeflossenen Masse

in der Mikro- und in der Makroebene gleich groB ist, dann gilt

pF R AFR PR A% GF g yF (3.7)

o' bedeutet dabei die ,verschmierte® Massendichte und vf die ,verschmierte®
Geschwindigkeit. Wir haben jetzt das Problem, daf wir weder die Massendichte
noch die Geschwindigkeit eindeutig aus der Mikroebene iibertragen konnen.

Auch mit dynamischen Experimenten zur Wellenausbreitung in Stoffen sind wir
nur in der Lage, die echte makroskopische Geschwindigkeit der Welle zu messen,
denn wir wissen nicht wie die Welle durch den Korper verlauft. Wir kennen die
Struktur des Korpers nicht und kénnen den Einfluff von Kriitmmungen nicht re-
produzieren. Wir wissen z.B. nicht, ob die Fliissigkeit in vielen kleinen Kanilen
oder in wenigen grofien Kanilen durch den Korper flieBt, aber wir kennen den

Volumenanteil der Fliissigkeit und konnen sagen, dafl die Masse in beiden Be-
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trachtungsweisen gleich sein muf

pF AL = pFEnf (Al . (3.8)
R
VF

VIR ist das realistische Volumen der Fliissigkeit, das in der Mikroebene zur
Verfiigung steht. Kiirzen wir obige Gleichung, so finden wir eine Beziehung zwi-
schen der realistischen Massendichte des Fluids und der ,,verschmierten“ Massen-

dichte

pf = nf i, (3.9)

Wir wollen uns aber auch mit den anderen Grofien, die die Vorgénge in einem

zweikomponentigen Korper beschreiben, beschéftigen.

3.3 Felder

Wir definieren zunéachst die Felder:

Wir haben einen Korper B und betrachten einen Punkt x in ihm.

B

Abb. 3.3 Koérper B
In diesem Modell gibt es vier Felder fiir die Flissigkeit

pf(x,t) - Massendichte der Fliissigkeit
vE(x,t) - Geschwindigkeit der Fliissigkeit } (3 Felder)

und vier Felder fir das Skelett
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u®(x, 1) - Verschiebungsvektor des Skeletts } (3 Felder)
p° ~konst - Massendichte des Skeletts.

Die Massendichte des Skeletts wird, wie oben erwahnt, nahezu konstant angenom-
men. Das Skelett dient als Bezugssystem, quasi als ,,Behélter“fiir die Fliissigkeit.
Um einen Zusammenhang zwischen den Feldern zu schaffen, benétigen wir noch
eine zusétzliche Grofle, auf die im weiteren noch ausfiihrlich eingegangen wird,
namlich das Skalarfeld
n(x,t) - die Porositit.

Die Porositdat gibt den Volumenanteil der Fliissigkeit an. Es gilt die klassische
Sattigungsbedingung n® + nf = 1. Also ist

n=n"=1-n%. (3.10)

3.4 Bilanzgleichungen im inertialen Bezugssystem

3.4.1 Fliissigkeit

Fiir die obigen Felder wollen wir nun mithilfe von Erhaltungs- und Bilanzgleichun-

gen im inertialen Bezugssystem geltende Feldgleichungen finden. Zunéchst stellen

wir die klassischen Gleichungen fiir die partielle Massenerhaltung der Fliissigkeit
opt

TR div(p"vF) = 0, (3.11)

und die lokale Impulserhaltungsgleichung der Fliissigkeit

opt'vt

T +div(pf v @ vl = TF) = —TI(vF" = v%) + p''b" | (3.12)

auf und leiten sie spéiter her. Hier bezeichnet T die partielle Cauchy’sche Span-

nung zu deren Definition Stoffgesetze benotigt werden. Der Term II(vF —v¥) steht
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fiir die Wechselwirkung zwischen Fliissigkeit und Skelett, die durch die relative
Bewegung der Komponenten zueinander verursacht wird. Man kann sich leicht
vorstellen, dafl innere Reibung zwischen den beiden Komponenten auftritt, wenn
sie verschiedene Geschwindigkeiten haben. Der Term pf'bf" gibt die Schwerkraft

all.

3.4.2 Skelett

Wir konnen jetzt auch analoge Gleichungen fiir das Skelett aufstellen:

Oo°
% +div(p®v®) = 0 - partielle Massenerhaltung fiir das Skelett,
s
und mit v = u”
ot
d0°v°
pf)tv +div(p°v® @ v¥ = T%) = (v - v®) + p°b®

- lokale Impulshilanzgleichung fiir das Skelett.

Den Vorzeichenwechsel der Wechselwirkungskraft der Komponenten kann man

mit dem Newtonschen actio-reactio-Prinzip erklaren.

3.4.3 Porositat

Uns fehlt jetzt noch eine Gleichung fiir die Porositiat n und zwar suchen wir nach
einer Gleichung fiir die zeitliche Anderung von n. Zur Losung dieses Problems
gibt es in der Literatur zwei Ansétze. Entweder ben6tigt man eine zuséatzliche Bi-
lanzgleichung fiir die Porositéit oder man benutzt mit pf® = konst die Beziehung
nt = pTiz’ Ist dann die Massendichte bekannt, so benotigt man keine zusétzliche
Gleichupng fiir n, da n proportional zu p ist. Wir werden hier den ersten Ansatz

verfolgen und leiten in Kap. 3.5.3 eine Bilanzgleichung fiir n her.
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3.5 Herleitung der Bilanzgleichungen

Die Herleitung der Bilanzgleichungen geschieht hier fiir die Fliissigkeit.

3.5.1 Massenerhaltung

Zunéachst wollen wir den Massenerhaltungssatz herleiten. Dazu nehmen wir einen
Teil des Korpers B und nennen ihn P.

PF ist ein materielles Gebiet beziiglich F', d.h. da8 sich das Gebiet mit den Teil-
chen der Fliissigkeit mitbewegt. Das Gebiet enthélt also zu jedem Zeitpunkt die-
selben Teilchen des Fluids. Deshalb dndert sich die Masse nicht

d
v PFcB a/pF(X, HdvV = 0. (3.13)
PE - Gebiet mit F-Kinematik (materiell bzgl. F)
pF'dV ist die Masse der Fliissigkeit. Mit Mgp gleich Masse des Fluids im Gebiet

PF kénnen wir also auch schreiben

d d
—MEr(t) = — / pF(x,t)dV = 0. (3.14)
dt dth

Benutzen wir nun die Definition der Ableitung,! so kénnen wir diese Gleichung in

der folgenden Weise transformieren

d F s 1 F F
ﬁ/p (x,t)dV = AI%I—I}OE / P (x,t + At)dV — /p (x,t)dV
PE PE(t+At) PF

(3.15)

Wir versuchen nun diesen Term aufzuspalten in erstens die Anderung der Funktion
und zweitens die Anderung des Gebietes und schalten deshalb einen Nullterm ein.
Dann ergibt sich aus obiger Gleichung

1 df — lim f(:L‘—I—A.%‘)—f(CE)

dx a Axz—0 Ax

)
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. 1 F a3
Algfr_n)o Az { / P (x,t+ At)dV — / ph(x,t+ At)dV
PE(t+At) PE(t)

(3.16)
+ / pf(x,t + At)dV — / pF(X,t)dV}.

PE(t) PE(t)

PE(t+ At) \ PF(¢)
IPE(t + At)
OPE(t)

Abb. 3.4  Zeitinderung des Materialgebietes P¥

Wir fassen zusammen, dann ergibt sich

L F
AI}&IBO A7 pr(x,t+ At)dV +
PER+AD)\PE(¢)
F At) — oF (3.17)
+ lim / pPrxt+AL) - pr(xt)
At—0 At
PFE(t)

Andert sich die Zeit nur infinitesimal, dann kann man das Volumenintegral auch
als Flachenintegral multipliziert mit der Hohe schreiben. Der Ausdruck sieht dann
folgendermaflen aus
av
—_—
jé pF(x,t+ At)n - vEALdA +
OPF (1) h (s. Abb.)

aF
n / %(X,t}dv (3.18)

F
= ]{ o -vidA + / aLdv,

dm
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wobei OP¥(t) die Oberfliiche des Teilkérpers PX und n den Einheitsvektor senk-
recht zur Oberfliche und beziiglich P¥ nach auBlen orientiert bezeichnen. Aus
Abb. 3.4 geht hervor, dafl die Strecke h in Richtung des Vektors n die Entfernung
von der Flidche P (t) bestimmt. v ist die Geschwindigkeit eines Fluidteilchens
auf der Fliche 0P (t).

Mit dem Satz von Stokes? folgt

aPF < F F _

BT +div(p"v") pdV =0 (3.19)
P(t)
Wi Itiplizi di Gleichung mit L d erhalt
ir multiplizieren diese Gleichung mit ———— und erhalten
V(P())
1 9p” c o FF

—+d dV =10. 3.20
V(P(t)) / { o (ptvT) (3:20)

P(t)

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung® kénnen wir nun sagen

2Mit dem Satz von Stokes kann man ein Oberflichenintegral in ein Volumenintegral umwan-
deln. Es gilt § t-ndA = [divtdV

3Nach dem Miatrelwertsatz df;" Integralrechnung kann man die Fliche unter einer Kurve durch
eine Rechteckfléiche ersetzen, so daf fiir stetige Funktionen

b

e cans / f@)de = f(zo)(b—a).

f(xo)

Abb. 3.5 Zum Mittelwertsatz der Integralrechnung
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1 op¥
=N +div(vaF)} V(PE(t) =0. (3.21)
° V(P(t)) { ot 0P (1)
Wir nehmen nun einen Punkt x und schlieffen ihn in einen immer kleiner werden-
den Bereich ein. Dann wird schlieBlich 2y ~ =.
apF s F F\ _

= VxeB W—I—dlv(pv)—o. (3.22)

Damit haben wir den Massenerhaltungssatz bewiesen. Dies wollen wir auch fiir

die Bewegungsgrofie tun.

3.5.2 Bewegungsgrofle

Der Impulsvektor (die Bewegungsgrifie) fiir den Teilkérper PF ist definiert als

/ pvFav . (3.23)

P(t)
Setzen wir wie in der Newtonschen Mechanik voraus, dafl es keine Wirkung von
der Auflenwelt auf den Korper gibt, so kann er seinen eigenen Impuls nicht &ndern

und es gilt der Erhaltungssatz

/ (pFvFYV =0 . (3.24)
PE(t) IsolieTrung
Ist eine solche Isolierung nicht gegeben, so mufl man eine Bilanzgleichung aufstel-

len

d

4 / (pFvF)dV = j’{ £ dA + / P AV + / prdv .  (3.25)
PE(t) IPF(t) PE(t) PE(t)

Der Einflul der Umgebung wird hier durch die Kontaktkraft t und die Volumen-

kraft b wiedergegeben (siehe Abb. 3.5). Die Wechselwirkung zwischen den beiden

Komponenten —II(v" — v) wird hier durch p’ ersetzt.



KAPITEL 3. GRUNDLAGEN FUR ZWEIKOMPONENTIGE KORPER 44

Abb. 3.5 Kontaktkraft t

Wir wollen hier den Fall der Impulserhaltung betrachten. Dann gilt nach Umfor-

mungen analog zum Massenerhaltungssatz

Py F
4 /(vaF)dV: / a(pa:)dvjt ?{ (pFvFm-vFdA = 0
PE(t) PE(t) IPE (1)

FoF
_ - / {a(patv) + div(vaF ® VF) —divTF— (3.26)

—pF'br + II(vF —VS)}dV =0,
und schliefllich

opt'vt

V xe€B BT

+div(pf vl @ v = TF) = pfbf —I(vF —v®) . (3.27)

Genauso kann man die Gleichungen auch fiir das Skelett nachweisen. Dann be-
trachtet man ein Teilgebiet P°(t) € B mit S-Kinematik und benutzt den Index S
fiir Skelett.

3.5.3 Porositat

Fiir zweikomponentige Korper mit einer festen Komponente benétigt man im
Gegensatz zur klassischen Mischungstheorie zusétzlich zu den Feldern p°, u®, p¥’
und v die Porositét n.

Oft wird die Porositdt als konstant angenommen. Dies ist, wie wir noch sehen
werden, in bestimmten Féllen auch richtig. Es gibt aber Stoffe, wie z.B. granulare

Stoffe, fiir die dieser Ansatz eine grobe Naherung darstellt. Dieses Problem ist in
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den Schriften von Wilmanski ,, Papers on the theory of porous media“[15] ausfiihr-
lich diskutiert worden. In Anlehnung daran stellen wir hier eine Bilanzgleichung
fiir die Porositéit n auf, die wir dann erklaren wollen.

Bilanzgleichung fiir die Porositét:

an

ot

/F /S
X —

+ Divd, FS( X ) =. (3.28)

Zunéachst stellen wir uns die grundsatzliche Frage, wieso sich die Porositédt phy-
sikalisch @ndert. Die Bilanzgleichung liefert zwei Griinde dafiir, denn die ,,Quel-
le“n setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Term E;?Z gibt die zeit-
liche Anderung der Porositéit an. In der Lagrange’schen Schreibweise, in der X
ein Festkorperteilchen eines Korpers B C R? darstellt, ist n = n(X,t). Es
soll die partielle Ableitung von n nach der Zeit ¢ gebildet werden. Daraus folgt,
daB X = konst. Das Skelett dient also als Bezugssystem, wir betrachten den
Festkorper quasi als ,,Behélter”. Dies unterscheidet die Theorie poroser Medien

von anderen Theorien mehrkomponentiger Korper.

Untersuchen wir das Festkorperteilchen nach Wirkung der Bewegungsfunktion

-1

x =x"(X,t), X=x" (x1), (3.29)
so kénnen wir mit der materiellen Ableitung
1S 8XS

= 3.30

T o (3.30)

die partielle Ableitung von der Lagrange’schen Betrachtungsweise in die Euler’sche

Betrachtungsweise transformieren:

on on S
5 = 5 + (gradn) - v~ . (3.31)

X = konst x = konst

Diese Umformung 148t sich wie folgt herleiten. Aus
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n(X,t) = n(x® " (x,1),1) (3.32)

folgt

Dn  9n 9x3(X,t) N on(x,t)

Dt Oz, Ot ot (3.33)

s
Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des Skeletts mit v = X (x,t) und benutzen
wir die Beziehungen (3.29) und (3.30), 148t sich dies folgendermafien schreiben
Dn on ¢  On

Dn _On s, 00 34
Dt~ oz kT ot (3.34)

Da n ein Skalarfeld ist, konnen wir diese Beziehung auch in der Form

D
D—TZ = gradn - v5 + aa? : (3.35)

angeben. D.h. die materielle Ableitung setzt sich zusammen aus der lokalen Ab-

0 0
leitung 8—7; und der konvektiven Ableitung a—nv,f .
Lk

Der zweite Term der Bilanzgleichung Div ®, F* _1(}/CF — )/CS) stellt die Stromung
durch einen bestimmten Bereich des Korpers dar. Hier wird mit ®( ein Stréomungs-
koeffizient bezeichnet, der Ausdruck F* 71()’<F — >/<S) ist die Lagrange’sche relative
Geschwindigkeit. Darin bedeuten )/(F und 3/(5 die Geschwindigkeiten der Fliissigkeit

bzw. des Skeletts, F*° ~ st die Inverse des Deformationsgradienten

F° = Gradx” . (3.36)

Auch der zweite Anteil der Bilanzgleichung soll in die Euler’sche Schreibweise
transformiert werden.

Mit J9 = det FS kann man schreiben
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1 F 'S
X

Div. ®FS '(x —x )

s (3.37)

,F
X —X ).

— Div ®J5 TS 'FSTY(

Benutzt man, daf Div (JSFS™") = 0, so wird daraus unter Verwendung von Glg.

(6.4.4) aus [2]

_ _ F S
JSFST . Grad {cpojs Yk — % )} , (3.38)

und mit einer Transformation X — X
T8 div (@075 (vF = v9)] (3.39)

F
Dabei wurde x (x,1t) vereinfachend durch v" ausgedriickt.

Wir haben jetzt die Euler’sche Darstellung der gesamten Bilanzgleichung

‘?Z + (gradn) - v¥ + JS div [cbOJS‘l(vF —v9)| = (3.40)

Die Quelle n wird durch Bewegungen in der Mikroebene verursacht, d.h. sie steht
im Zusammenhang mit Relaxationsprozessen in den Poren. Im folgenden soll ver-
sucht werden, die Bilanzgleichung fiir die Porositét auf Bekanntes zuriickzufiihren.
Dazu stellen wir hier einige berlegungen an. Wir wissen nicht, ob wir in unserem
Modell diese Relaxationsprozesse aufler acht lassen diirfen, zumal Experimente
gezeigt haben, dafl dadurch eine starke Démpfung hervorgerufen wird (sieche Wil-

manski [13]). Trotzdem wollen wir hier jetzt vereinfachend annchmen, da8

h=0, (3.41)

d.h. mikroskopische Relaxation ist nicht vorhanden. Dann kann die obige Glei-

chung zusitzlich verdindert werden, indem mit J* - multipliziert wird
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JS_1@+ {JS_I(grad n)-v°® — div(@ojs_lvs)} +
ot B (3.42)
+div®eJ* vF) = 0.

Durch Anwendung der Produktregel fiir die partielle Ableitung eines Produktes

erhalt man

s—1 s—1
8ngt + {—na(]gt + 75 H(gradn) - vS —
— div(®e 5TV + (3.43)

+ div(®eJ5 V) = 0.

Wir erinnern uns nun an den Massenerhaltungssatz fiir F'

a

% +div(pfvF) = 0, (3.44)

und stellen uns die Frage, ob diese beiden Gleichungen identisch sind. Dies wiirde
namlich bedeuten, dal wir im Fall n = 0 keine zusétzliche Gleichung fiir die
Porositat bendtigen. Damit die Gleichungen identisch sind, miissen drei Punkte

erfiillt sein:

1. Die Gleichung mufl mit der konstanten GroSe pf#, der realistischen Mas-

sendichte, multipliziert werden. Es ergibt sich dann fiir den ersten Term

n JsflpFR >~ pf (3.45)

n

Dies ist unter Beriicksichtigung von (3.9) offensichtlich nur fiir J5~' ~ 1

der Fall.

2. Soll der 3. Term der Gleichung mit dem zweiten Term des Massenerhal-

tungssatzes iibereinstimmen, so muf3 erfiillt sein
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DoJS PR 2 pF (3.46)

Daraus ergibt sich wiederum mit (3.9) die Voraussetzung, daf

12

Dy = . (3.47)

3. Der Klammerausdruck muf} sich zu Null ergeben. D.h. es soll gelten

9J57!
ot

-n + Jsfl(gradn)-vs — div( Py JsflvF) =0.
—~~

-1
sttt 07 ) (aradn) — (557 - gradn -
ot (3.48)

: —1
— ndivJ® v°

g—1
= —n {8J +diVJS_1VS} =0.

ot

Unbewiesen benutzen wir die Ableitung der Determinante nach der Zeit

g—1
ajat = —J5 N divvS . (3.49)
Damit ergibt sich
—n {=75 divv® +div S5V} 2 0 (3.50)

Dies ist ebenfalls nur fiir J° ~ 1 gegeben.

Wir wollen also zur Vereinfachung im folgenden eine Ndherung benutzen:
Unter den Annahmen, dafl keine spontanen Relaxationsprozesse stattfinden, keine

eigenen Stromungen auftreten und J° =~ 1 gilt fiir p'® = konst
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n =120
1
~ _F ~
n = pl— Py = n
PR
pf'® = konst J% ~ 1

3.6 Stoffgesetze

Die in den vorangegangenen Kapiteln aufgestellten Bilanzgleichungen fiir den
zweikomponentigen Korper enthalten noch einige unbekannte Groflen. Wir benoti-
gen also noch zusétzliche Beziehungen, um sie zu vervollstéandigen. Diese weiteren
Beziehungen werden jedoch nicht allgemeingiiltig sein wie es die bisher aufge-
stellten Bilanzgleichungen waren. Die neuen Gesetze werden Stoffgesetze oder
konstitutive Gleichungen genannt, weil sie materialabhéngig sind.
Zusammenfassend noch einmal, was uns bekannt ist: Es gibt die Felder
S F "

p° = konst, u®, pf', vIund n%ppFR. (3.51)

Wir setzen jetzt voraus, dal Wasser die Fliissigkeit ist, die durch unsere Zentrifuge

gepreBt wird. Die realistische Massendichte von Wasser betragt

FR ~ 103
= 10 -~ (3.52)
Weiterhin kennen wir die Bilanzgleichungen im inertialen Bezugssystem
pPa® = div T + II(vF — v%) + p°b° |
o 3
% +div(pfvF) =0, (3.53)

pfal’ = divT! — (vl — v5) + pf'bl" .
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Aufler dem bekannten Stoffgesetz fiir p/'f* bendtigen wir also noch konstitutive

Gleichungen fiir die bislang unbekannten Grofien

T, TF, und II,

Y

um die Bilanzgleichungen (3.53) in Feldgleichungen umzuwandeln.

3.6.1 Beschleunigung von Skelett und Fluid

Zunéchst wenden wir uns den linken Seiten der Impulsbilanzen zu. Setzt man
kleine Verzerrungen voraus, also eine lineare Theorie, so kann man fiir die Be-

schleunigung des Skeletts schreiben

s 0%u’

o (3.54)

a

Da sich die Fliissigkeit durch das Skelett bewegt, kénnen wir hier nicht sofort
Linearitét voraussetzen und versuchen deshalb die Beschleunigung allgemein aus-

zudriicken. Betrachten wir wieder die Impulsdnderung

d

= / (pFvF)dV . (3.55)

PE(t)

Nach Umformungen analog zum Nachweis des Massenerhaltungssatzes ergibt sich

daraus

d F_F O(PFVF) F_F F

el dV = / d ]{ v dA

dt / (p7v7)dv g W p vy (3.56)

PE(t) PE(t) OPF (1)
und mit dem Satz von Stokes
FoF
/ a(patv)dv + / (p"vF @ vF)av . (3.57)
PE() PE(t)

Wir benutzen die Kettenregel und erhalten
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ovt op¥

F F F_F F

/ P e +v 5 +(p'vi@v)dV. (3.58)
PE(t)

Nach Anwendung der Regel (6.4.6) aus [2] auf den Divergenzterm wird daraus

folgender Ausdruck

FaVF FapF F 1. F_F F\/ F_F
/ " 5 +v T + v divp v" +(gradv")(p v | dV . (3.59)

40 X

Der unterklammerte Term ist die mit v multiplizierte linke Seite des Massen-
erhaltungssatzes und ergibt sich deshalb zu Null. Unter Beriicksichtigung des 2.
Newtonschen Axioms* kénnen wir jetzt die Beschleunigung der Fliissigkeit folgen-

dermaflen angeben

o F
al’ = —— + (grad vi)v" . (3.60)

Im Vergleich zur Beschleunigung des Skeletts ist hier ein zusétzlicher Term vor-
handen. Dabei handelt es sich um die materielle Ableitung bzgl. des Fluids. Wir

schreiben diese in Komponenten

!
ok

ok U (3.61)
das ist z.B.
F
aa”’” o (3.62)
-

Darin bedeutet v! die radiale Geschwindigkeit des Fluids. Mit der Produktregel

ergibt sich daraus

d d
4 2. Newtonsches Axiom: F = md—;’ = (Z;V) = ma
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10(u])?

S (3.63)

Wir stellen uns die Frage, ob hier die lineare Theorie® angewendet werden kann,
sodaf} dieser Term vernachléssigt werden darf. Dadurch wiirde fiir die Fliissigkeit
eine zum Skelett analoge Beschleunigungsgleichung entstehen. Betrachtet man
jedoch eine Zentrifuge, so stellt man fest, dafl in ihr die fithrende Geschwindig-
keit die radiale Geschwindigkeit ist. v!" wird also so grofl sein, dafl dieses Qua-
drat nicht vernachléssigbar ist. Dagegen wird die Zeitableitung wegfallen, da wir
die Untersuchungen im nicht-inertialen Bezugssystem fiir eine Kreishewegung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit vornehmen werden. Dort liegt eine explizite
Zeitunabhéngigkeit vor, d.h. in den Gleichungen ist die Zeit ¢ nicht als Variable
vorhanden.

Jetzt kommen wir zur rechten Seite der Impulssidtze und wollen zunéchst ein
Stoffgesetz fiir die Cauchy’schen Spannungstensoren T und T¥ aufstellen. Dies
geschieht in Anlehnung an Wilmanski (Porous media at Finite Strains, in [15]).
Dort wurde allerdings eine nicht-lineare Theorie mit groflen Verzerrungen voraus-
gesetzt, wiahrend wir uns hier auf eine lineare Theorie mit kleinen Verzerrungen

beschranken wollen.

3.6.2 Spannung im Skelett

Beginnen wir mit dem partiellen Spannungstensor fiir das Skelett. Wegen der
Linearitit kann man fiir T das Hookesche Gesetz verwenden und findet eine

Beziehung zum Verzerrungstensor E¥

n—mngo

T = A (no)(E” - 1)1+ 242° (no) E” + 5p" —

(3.64)

®In der linearen Theorie diirfen die Quadrate und hohere Potenzen von sehr kleinen Gréflen

ohne Beriicksichtigung bleiben.
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Hier sind die Lam-Konstanten \* und z° von der Anfangsporositit ny abhingig.
Durch die relative Bewegung der Komponenten entsteht der zusétzliche Term
vt = Darin sind v und 7N Materialkonstanten, n und p!" sind veriinderlich.
Wir vermuten allerdings, daf die Anderung der Massendichte p* sehr klein ist.
Dies bedeutet

P’ —pp

ob

<1, (3.65)

wobei p{ fiir die Anfangsmassendichte des Fluids steht. Mit Glg. (3.9) und der

Definition der Anfangsporositét

Po
Ny = —= 3.66
0 P ( )

kénnen wir jetzt den Ausdruck p!'(n —ng), der in der Spannungsgleichung enthal-

ten ist, umformen

F F p" FPF—Pg

Dieser Ausdruck wird durch Erweiterung derart umgeformt, dal darin die kleine

GroBe (3.65) enthalten ist

e (P" =00 o\ P" =i Pl
= p |7 F *°F PR =
Po Po Po P

= p
O pFRE| pb Pt

0

2
R <pF - pz:) (368)
+ .
Wegen der linearen Theorie kann das Quadrat von (3.65) vernachléssigt werden.
Es ergibt sich dann schlielich

p"(n—no) = no(p™ —pf) . (3.69)



KAPITEL 3. GRUNDLAGEN FUR ZWEIKOMPONENTIGE KORPER 55

Damit konnen wir die partielle Spannung im Skelett folgendermafien angeben

TS = AS(ES - 1)1+ 25ES + —no(p” — pf)
1 ™N (3.70)
E° = §(gradus + (gradu®)7) .

3.6.3 Spannung in der Fliissigkeit

Wir kommen jetzt zu der fiir unsere Fragestellung noch wichtigeren Grofle, dem
Cauchy’schen Spannungstensor T fiir das Fluid. Es folgt aus der Thermodyna-
mik, dafl

T = —pf1. (3.71)

Den partiellen Druck p kann man hier in folgender Weise angeben

81/11 ¥

F F\2 F F

P = (0 ) 7+7NTL0(/) — /)O) . (372)
klassisch

Darin ist der erste Term die Definition fiir den partiellen Druck nach klassischem,
thermodynamischem Ansatz, worin % fiir die Helmholtzsche freie Energie steht.
Der zweite Term geht wiederum auf die Wechselwirkung der Komponenten im

zweikomponentigen Korper zuriick.

Zur Veranschaulichung des klassischen Ansatzes fiir p!" dient ein Vergleich mit dem
Porenwasserdruck p,,. In der Bodenmechanik gilt ndmlich in Ausnahmefillen, daff p*

proportional zu der mikroskopisch gemessenen Grofle p,, ist. D.h.

statisch : pf" = npy .
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In Anlehnung an Wilmanski [15] wollen wir diesen Ausdruck vereinfachen und
benutzen dazu eine Niherung. Zunichst wird die GroBe 7', die Kompressibilitiit,
definiert

F 1 ovF

1
Hier bezeichnet v = — das spezifische Volumen der Fliissigkeit. Der Index ki
P

steht fiir klassisch.

Unter der Voraussetzung, dafl die Masse der Fliissigkeit konstant gehalten wird, handelt
es sich bei der Kompressibilitit also um die Anderung des Volumens unter Druck pro
Masseneinheit. Deshalb kann man diese Grofle bestimmen, wenn man die Druckénde-
rung in einem mit Fliissigkeit gefiillten Kolben mift, denn aus der Druckénderung kann

man auf die Volumenénderung schlieffen

Apl, — At

Abb. 3.6 Mit Fliissigkeit gefiillter Kolben

Die klassische Definition des partiellen Drucks soll nun auf unsere Variablen iibert-

ragen werden. Dazu formen wir zuniichst Glg. (3.73) mit v = %F um

1
F _ _pFa/TF
Opr,

(3.74)

K

Wird beriicksichtigt, dafl
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o(i" k) L0k 1 9pF

p
=p + ==, 3.75
ol Ol P¥ Oply (37
0
kann man dies auch folgendermafien schreiben
1 9pF
F
= —=—=. 3.76
" Opj; (376)
Damit ist
ophy 1
—= = . 3.77
opF oFRF (3.77)

Die Anderung der Kompressibilitit unter Druck ist fiir Wasser so klein (Erfah-
rungswert k7 = 0,5-10° Pa), dal wir zur Losung dieser Gleichung annehmen

diirfen

’IQF = konst . (3.78)

Dabei miissen wir allerdings beriicksichtigen, dal 7 eine , verschmierte* Grofe

ist, d.h. es geht hier die Anderung der Porositét ein. D.h.

kE ~ ngkw (3.79)

Durch Umformung von Glg. (3.76) ergibt sich

1 dp*

B

Wir integrieren und erhalten

F F 1 p"
Py = Py + —=Ins | (3.81)
ki 0T E T
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mit dem Anfangswert pf = p”(p{’). Hier wurde durch die Anfangsmassendichte
pb geteilt, um es zu vermeiden, den Logarithmus einer physikalischen Grofe bilden
zu miissen.

Mit dem ersten Glied einer Taylor-Reihenentwicklung® kann man bestimmen

F F_ F F_ F
W’ — (PFPOH) ~ o0 (3.5
Po Po Po
Daraus folgt
F o~ F 1 F_F
P =Py + 7 —po) - (3.83)
K™ Po

Damit erhalten wir unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den bei-

den Komponenten das Stoffgesetz fiir das Fluid

T = —pf'1 |

1 o (3.84)
Fr_ F F F
p —po+<ﬁppp+TN>(P ) -

0

6Taylor-Reihenentwicklung fiir In(1 + z) um zg = 0:

1 1

Tailor 0 1
o 2 (]. + .’E0)2

14z

2.

I(]:O

In(1 + z)

1‘():()
~

Interessiert nur das erste Glied, so ergibt sich In(1 4+ ) = z. D.h., der Logarithmus wurde

fiir einen kleinen Bereich durch eine Gerade ersetzt.
In(1+ x)

.

y/

|

|

L
—11

y

I,
|
|
|
|
|

Abb. 3.7 Ersatz des Logarithmus durch eine Gerade



KAPITEL 3. GRUNDLAGEN FUR ZWEIKOMPONENTIGE KORPER 59
3.6.4 Abschitzung der Groflenordnung von Il

Wir haben die Stoffgesetze fiir T® und T¥ gefunden. Eine weitere unbekannte
Grofle ist die Durchléssigkeit II, deren Groflienordnung jetzt abgeschéitzt werden
soll. Dazu schauen wir uns eine Anlage an, durch die Wasser hindurchflie§t. Im

Gegensatz zur Zentrifuge dreht sich diese Anlage allerdings nicht.

@ pa = 0, 1MPa

Abb. 3.8 Wasserdurchflossene Anlage

Es soll schon soviel Wasser durch den im dufleren Ring befindlichen porésen Korper

geflossen sein, dafl sich dessen Lage stabilisiert hat. D.h. es ist

v? =0. (3.85)

Lassen wir die Volumenkriifte aufler acht, so ergibt sich aus Glg. (3.53)
plal’ = divT! — (vl — v¥) . (3.86)
Unter Beriicksichtigung von

divT! = grad T -1, (3.87)

und mit (3.84) erhalten wir

plaf = —gradp” — TI(vF" —v¥). (3.88)
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Da v = konst wird die linke Seite zu Null und es ergibt sich das Darcy’sche

Gesetz”

—gradp’” = O(vF —v¥) . (3.89)

Hier konnen wir jetzt einige Groflen zahlenméflig angeben. Fiir die hier betrachtete

Anlage ist die Druckénderung

0, IMPa
Im

gradpf’ = — (3.90)

Orientiert an der AusfluBgeschwindigkeit von Wasser aus einem Wasserhahn®

schitzen wir die Geschwindigkeit der Fliissigkeit ab

v =12 (3.91)
S

"Aus der Bodenmechanik ist uns das Darcy’sche Gesetz in der Form
v==~k-I,
mit
v: Filtergeschwindigkeit
k:  Durchléssigkeitsbeiwert
I:  hydraulisches Gefille bzw. hydraulischer Gradient
bekannt. Wir konnen diese betragsméflige Darstellungsweise mit der vektoriellen Schreib-

weise direkt vergleichen, wenn wir Glg. (3.89) umformen. Es ergibt sich

(vE—v%) = HO(—gradp’).

Zum Vergleich : v = k- TI.

8Bei einer Messung der bendtigten Zeit fiir das Fiillen eines 10l-Eimers aus einem iiblichen
Wasserhahn ergibt sich eine Zeit ¢ von knapp 1% Minuten. Der Wasserhahn hat einen
Durchmesser d = 1/2 Zoll = 1,3 cm, also eine Querschnittsfliche A = Hsz ~ 1,3 cm?. Mit
der Gleichung fiir den Durchflufl Q = v - A kann man daraus eine AusfluBgeschwindigkeit v

von etwa 173 bestimmen.
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Dies zusammengefaft, ergibt als Groflenordnung fiir 11

= 10°—> . (3.92)




Kapitel 4
Zentrifuge

Wir haben jetzt also die vollstdndigen Feldgleichungen fiir ein inertiales Bezugs-
system aufgestellt. Sie sollen im folgenden fiir die Untersuchung einer Zentrifuge

spezifiziert werden.

4.1 Transformation der Feldgleichungen ins nicht-
inertiale Bezugssystem

Die Feldgleichungen fiir die Fliissigkeit lauten im inertialen Bezugssystem

pfal’ = —gradpf” — II(vF" — v%) + pf'bF
opt Fop (4.1)

Wir wollen sie nun in ein nicht-inertiales Bezugssystem transformieren. Unter der
Annahme, dafl die Translation d = 0, kénnen wir - wie in Kapitel 2 gezeigt - die
Geschwindigkeiten des Fluids sowie des Skeletts im nicht-inertialen Bezugssystem
angeben

v = Ovl + Ox,

| (42)
v = Ov® 4+ Ox.

Die Differenz dieser beiden Geschwindigkeiten ist

62
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v v = O(vl —vo). (4.3)

Man sieht, daf3 dieser Geschwindigkeitsunterschied objektiv aus dem inertialen
Bezugssystem transformiert werden kann. D.h., dafl die vom bewegten Beobachter
gemessene Grofle aus der vom ruhenden Beobachter gemessenen Grofle allein durch
die Multiplikation mit dem Tensor O hervorgeht, die die Grofle vom einen System
in das dazu gedrehte System transformiert.

Um dies zu benutzen wird die Impulsbilanz mit dem Tensor O multipliziert

pF0a’ = —Ogradp” — IOV — v¥) 4 pOb"" . (4.4)

Mit der Tabelle auf S. 31 und dem eben gesagten konnen wir diese Gleichung

umformen und erhalten

Pt [al” —2Wv + Wk — W*X} = —grad*p" — (v — %) +
. (4.5)
+pF [*bF —2W*v + (W? — W)*x} .
Dies 1a8t sich noch vereinfachen zu
pF*aF — _grad*pF _ H(*VF _*VS) +pF*bF ) (46)

F

Um "a” zu bestimmen, transformieren wir Glg. (3.60) in ein nicht-inertiales Be-

zugssystem. Die Beschleunigung des Fluids lautet dann

vt
al’ = Y +(grad* v)v! . (4.7)
0

Wir nehmen fiir die Zentrifuge an, dal die Vorgénge nicht explizit von der Zeit

abhéngig sind, d.h. die Zeit ¢ ist nicht als Variable in der Gleichung vorhanden.
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Aus diesem Grund ist die Zeitableitung in obiger Gleichung identisch Null und die

Beschleunigung besteht nur noch aus dem konvektiven Anteil der Geschwindigkeit

al’ = (grad* vV . (4.8)

Zur Vereinfachung wird im folgenden vorausgesetzt, dal sich das Skelett bereits
zusammengeprefit hat, d.h. dafl sich die Bewegung des Skeletts stabilisiert hat. Es

ist dann

VS =0. (4.9)

Auflerdem wollen wir die Auflenkraft im inertialen Bezugssystem vernachléssigen,

sodaf

b=0. (4.10)

Mit diesen Annahmen 148t sich (4.5) folgendermaflen darstellen

pF (grad* vi)v! = —grad*p! — II'vF +
. (4.11)
+p [2Wy — (W2 - W)x] .

4.2 Ansitze

Um die Feldgleichungen fiir unseren Sonderfall zu spezifizieren, machen wir einige

Ansatze.

1. Im weiteren werden die Uberlegungen in Polarkoordinaten ausgedriickt. Wir
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wahlen dazu das folgende Basissystem.

Abb. 4.1 Basissystem

Kovariante Basisvektoren:

g1 = cospe; +sinpe;, g1 =1
gy = —r(sinpe; —cospesy), 82| = 7
g3 = €3.

Kontravariante Basisvektoren:

g = cospe; +sinpe;,
g? = —%(sincpel —cospey)
g3 = €3 .

Auflerdem werden Christoffel-Symbole! FZCB benutzt, um partielle Ableitun-
gen von kovarianten Basisvektoren auf die Basis zuriickzufiithren. Wir geben

hier schon einmal deren Werte an
1
I3 = —1,

2 __ 2
1—‘21_1—‘12_

o S |-

alle anderen =

2. Eine explizite Zeitabhéngigkeit wurde schon ausgeschlossen. Das bedeutet,

daBl alle GroBlen Funktionen nur von r sind und nicht von ¢. Eine Grofle

1 _ 08a

aﬁ_w'i’ ,

g2 2 g2 2
Bsp.: 2, = 222 .g%2 = 222 . o2 —
Sp 21 8y1 g 67” g

: 1y .
= —(sinpe; —cospes) - | —— | (sinpe; —cospey) =
T
1

1
= f(sin2ap—|—cos2 p) = —
r r
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hat also auf jeder Stelle auf einer Kreisbahn um den Mittelpunkt denselben

Wert.

4.3 Massenbilanz

Mit diesen Ansétzen wollen wir jetzt die Feldgleichungen umformen. Zunéchst die
Massenbilanz
opt

5 T div(pv?) = 0. (4.12)

Wir haben vorausgesetzt, dafl

opt

t

Il
o

(4.13)

Damit folgt aus (4.12), wenn die partielle Ableitung durch die kovariante Ableitung?

fiir krummlinige Koordinaten ersetzt wird

V(") =0
F

opFof® N 8 (4.14)
— By —I—FaﬂvaF = 0.
Mit o' = v, ergibt dies
dpfv, 1 5
—— 4+ —pv, =0. 4.15
dr i rp ! ( )
Durch Multiplikation mit » und Einfiigen des Terms d%r = 1 erhédlt man
dpfv, p d
—_— r—r = 0. 4.16
" dr T drT ( )
2Kovariante Ableitung: 5
gradv = Vof = 9v” + 18 oyt

- aya ap
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Mit der Produktregel folgt daraus

= |—(rp"v.) =0. (4.17)

Wir integrieren dies und erhalten
s

Darin ist A eine Konstante, die wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit bestimmen
wollen. Zur Veranschaulichung dieser Grofle bezeichnen wir den dufleren Radius

unserer Anlage mit R, und konnen schreiben

A = Ra pF<Ra) Ur(Ra) : (419)

Dividieren wir jetzt durch den Radius, so erhalten wir die Gleichung

|

(R (R [kg] . (4.20)

m?2s

Jetzt wird deutlich, dal die Grofle ;%4 angibt, wieviel Wasser pro Fldchen- und

a

Zeiteinheit aus der Anlage ausflie3t. Deshalb wird ;{4 als Ergiebigkeit der Anlage

a
bezeichnet.

4.4 Impulsbilanz

Wir suchen nach einer weiteren Bestimmungsgleichung fiir die Ergiebigkeit ]i
der Zentrifuge. Um diese zu finden, werden wir die Impulsbilanz in Komponenten
schreiben und einige Abschétzungen machen. Der Ubersichtlichkeit halber werden
im folgenden bei den Basisvektoren die x-Indizes weggelassen, obwohl wir uns im

nicht-inertialen Bezugssystem befinden.
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Zunichst wieder die linke Seite: In Kapitel 4.1 wurde bestimmt (Glg. (4.8))

Al = (grad* v)v! . (4.21)

Mit

grad* vl = *Vﬁ*vFaga ®g’, (4.22)

ergibt sich in Koordinatenschreibweise

(grad* vIYvF = ("B g, ® gﬁ)*UFﬁgB
gy (129
Wird die kovariante Ableitung ersetzt
Bl = a;};; + T, 0", (4.24)
so erhalten wir
(grad* vi)wvl = (8;}; + Fg“*vF“> *vFﬁga . (4.25)

In Komponentenschreibweise wird daraus®

3Mit y!' = r, y?> = ¢, dritte Komponente = 0, ergibt sich

8*11F1* 1
a:/@:u:l' ar Fgl
a=1,B=p=2: —T*UFQ*UFle
*F2
1
a=2,0=1, p=2: (81) f*vF2)*vF1

1(%1 2
a=03=2 p=1: ;*UF*UFg2
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a* Fl
wF — ( gr 5,1 _T*UF2*UF2) g
4.26)
o’ 1 (
+ ( 87‘ *'UFl + QT*UFI*UFQ) go .

Um dies zu vereinfachen, formen wir in Matrizenschreibweise um

a 1
(*UF )T = (UT7 7U<p7 O)T7
r (4.27)
(*vg)T = (v, TV, O)T.

Abb. 4.2  Geschwindigkeitskomponenten

Die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit lassen sich dabei durch Multi-
plikation der kontravarianten Komponenten mit dem kovarianten Metrikkoeffizienten*

bestimmen.

Wl = *vFﬁgag . (4.28)

Durch Normierung kann man die Geschwindigkeit umformen

v =g, = Z* Fe o 8 (4.29)

a= 1%/—/ \/gaa

Damit ergibt sich aus Glg. (4.26) die Beschleunigung in physikalischen Kompo-

nenten

4kovarianter Metrikkoeffizient:
Jap = 8a "84,
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. ov, 1
al = (a - ) J
2 (v, 1 (4.30)
g () o250 &2
Anwendung der Produktregel liefert
0 (v, 01 10v,
ar () R
1 10, (4.31)
= a% Tt
Damit konnen wir Glg. (4.30) vereinfachen
. ov, 1 10v 1
aF — ( or Ur — rUi) g1 + (Ta;'ovr + 712'U<p’UT> go . (432)

Um auf die Bilanzgleichung zuriickgehen zu kénnen, benétigen wir noch *b?".

Mit b = 0 kénnen wir die Glgn. der Tabelle auf S. 31 umformen und erhalten

b = oW — (W2 - W)k . (4.33)

Einsetzen von Glg. (2.87) und Glg.(2.88) ergibt

1
*bF — _QW;(gl ® gy — 8y ® gl) *VF
9 1 (4.34)
+w (g1 ® g1 + ﬁg2 ® g2)X .
Wir fassen zusammen
N 2(4) * F * F 2
b" = —7(8;1 vy — 8y ) +wi(gr) . (4.35)

Damit wird die Bilanzgleichung umgeformt



KAPITEL 4. ZENTRIFUGE 71

Impuls Ia dUr 1 2 de 1 1
— r— — + — —'— — — Uy -
P {(drv 7’%> &1 (dr P )Y &2

1
= ——g; —Iv,g — H;vwgz (4.36)

wobei I durch v, ersetzt wurde, da die Fliissigkeit aufgrund der Stabilisierung
des Skeletts die einzige radiale Geschwindigkeitskomponente darstellt.

Wir trennen nun die Komponenten der obigen vektoriellen Gleichung

dv, 1 dp”

gi: pf < - — rvi) == v, + p* (er — 2wv<p> ,
dv 1 1 1 2w

s o (G2t ) o = M 2

Wenden wir uns zunédchst der zweiten Gleichung zu.

1
Kiirzen von — und Division durch pf" liefert
r

dv 1 IT
UT(T;" + v = — Y + 2w, . (4.37)

Betrachten wir die GroBlenordnungen der einzelnen Terme, um etwas iiber v, zu
erfahren.

Aus Kapitel 3.6.4 ist bekannt, da IT ~ 10° X% . AuBerdem wissen wir, daf p/'"* =
103 %. Unter Beriicksichtigung der Porositit erhalten wir pf' = i 103 %. Damit
hat der Term EF die GroéBenordnung 10511% 4 10_3‘1?—; =4-10%L.

Unter der Annpahme, dafl w ~ 1% und v, ~ 1%, ergibt sich fiir wv, ein Wert von
ungefdhr 173.

Mit dem Ansatz v, < v, wiirde der Ausdruck % eine immense Anderung von
v, in radialer Richtung bedeuten, wenn er die Gréfenordnung der Terme auf

der rechten Seite erreichen sollte. Aulerdem wére der Ausdruck %v@vr von kleiner

Ordnung. Deshalb kénnen wir hier die linke Seite vernachléssigen. Wir iiberpriifen
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diesen Schritt noch einmal, indem wir mit der verbliebenen rechten Seite der

Gleichung die GroBenordnung von v, bestimmen

m 1 B 1 _oIn
vp ~ =25 110 %y = —5 10 2@. (4.38)

Dieses Ergebnis bestéitigt unseren Ansatz. Allerdings kann man sich vorstellen,
da z.B. bei Ultrazentrifugen, die fiir die Kernspaltung verwendet werden und
in denen die Winkelgeschwindigkeit wesentlich hoher ist, ein solcher Ansatz nicht
moglich ist. Fiir unseren Fall kénnen wir mit der Abschétzung sogar eine Ndherung

fiir v, angeben

2wpt

1%

Uy . (4.39)

Hier wird jetzt deutlich, dal v, diejenige Geschwindigkeit darstellt, die mit der
Corioliskraft verbunden ist.
Auch die andere Komponente des Impulssatzes soll nun untersucht werden. Dazu

teilen wir die Komponentengleichung fiir g, durch p*

dv, 1, 1dpt 11 )
Ut = _FW—FW—i—w r— 2w, . (4.40)
~0 ~0

Unter Beriicksichtigung der Feststellungen fiir die zweite Komponente kann auch
hier wieder die linke Seite vernachléssigt werden. Dadurch ergibt sich, wenn wir

die Ndherung fiir v, einsetzen

1 dp” 11 Aw?pF?
— T -, (1+ Y ) =o. (4.41)
p

Es stellt sich jetzt die Frage, wie gro3 der Bruchterm in der Klammer, der den
Einflu} der Corioliskraft beschreibt, im Vergleich zu 1 ist. Deshalb wieder ein

Einsetzen der abgeschétzten Grofien.
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~

4151108k
Als GroBenordnung erhalten wir = =16 m

_ 210 : _
1010 ke” =1 107%, also eine ver
nachliissigbar kleine GroBe. Damit und durch Multiplikation mit p* erhalten wir

aus (4.41) eine Gleichung der Gestalt

d F
dL = —Ilv, + pFw?r . (4.42)
"

Um diese Gleichung weiter zu nutzen, definieren wir die im Stoffgesetz fiir die

Fliissigkeit enthaltene Konstante als

1 Mo

g = P + N (4.43)
Das Stoffgesetz vereinfacht sich dann folgendermafien
p" =g + 60" —pp) - (4.44)
Durch Differentiation nach r ergibt sich daraus
W "
dr dr

Setzt man dies und die nach v, aufgeloste Glg. (4.18) in die Bezichung (4.42) ein,

so ist das Ergebnis eine nichtlineare Gleichung fiir p*

R | Iy (4.46)
T

Wir wollen diese Gleichung nun linearisieren. Dazu versuchen wir zunéchst, eine

Néaherung fiir pip zu finden. Durch Einschalten eines Nullterms ergibt sich

1

1
- 4.47
o pF —pf +pf (4.47)
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was wir durch Normierung ersetzen kénnen mit

1 1

4.48
oh (4.48)

F o
P~ —p
1_|_7F0
Po

Jetzt ist die Anderung der Massendichte in dem Term vorhanden. Hierfiir kénnen

wir wieder das erste Glied einer Taylor-Reihenentwicklung® benutzen und erhalten

F:g<1_F =l = (20 ) (4.49)

i)

Damit haben wir eine lineare Gleichung fiir p!" gefunden, die wir nun in Glg. (4.46)

einsetzen

dp* ITA 1 pF F oo
— £ - T (2 . 4.50

Zusammengefaf3t wird daraus

dp? 24 o[ I1A
—_— = — 4.51
o roF +p (w r+ rp{fQ : (4.51)

und schlieBlich nach Umstellung und Division durch g

F 2
dp” (w ITA )pF _ C20A1 (4.52)

dr - \p R

r—+
B rpls

Dies ist eine lineare gewthnliche Differentialgleichung® mit einer Heterogenitét auf
der rechten Seite und stellt eine zweite Bestimmungsgleichung fiir die Ergiebigkeit

der Zentrifuge dar.

>Taylor-Reihenentwicklung fiir |¢| < 1 um g = 0:
1
1t |-
1+5 ( (1+€0)2 g0=0
6 Allgemeine Form der gewohnlichen DGL:

Wt atyy = ba)

e+..=21—¢
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4.5 Lo6sung der DGL

Die eben gefundene DGL mufl nun gelost werden. Dazu suchen wir zur Vereinfa-

chung eine Darstellung ohne physikalische Einheiten. Wir ersetzen deshalb

T
= — < 1 4.53
z Ra — Y ( )

und erhalten nach Multiplikation mit R,

dp  [(W?R,? A 1 2ITA 1
- —( R s ph=-"""=. (4.54)
po BT polb @
AuBlerdem wird definiert
Bl" —py yph
y = (p Fpo) — Fo_ O—i—pg, (4.55)
Po B
und eingesetzt
A gpf (WPR2 A 1Y (ypf OMA 1
b (Mt S o) (o pr) = D (4.56)
dx dx 3 F23 o 3 Po | = b3 x '
Nl po B Po

0

Diese Definition der unbekannten Funktion ist zusétzlich auch rein mathematisch
motiviert. Die Anderung der Massendichte p* in Glg. (4.52) ist namlich wegen der
geringen Kompressibilitit der flilssigen Komponente sehr klein. Dadurch fiihrt die
numerische Auswertung der Losung zu einer Multiplikation von sehr kleinen mit
sehr groflen Zahlen. Dies beeintréchtigt die Genauigkeit der Ergebnisse. Die neue
Variable y dndert sich genauso wie der Druck p”, d.h. die fithrenden Glieder in
der Losung sind von der Groflenordnung 1 und die Ergebnisse konnen wesentlich
genauer ausgewertet werden.

Nach Multiplikation von Glg. (4.56) mit EF ergibt sich
Do
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d R, TIA 1 RSpy  TMA 1 2I1A 1
y_<w Tt e Fpox"" FoE ) T T F F (4.57)
dx B py BT Do PoPo T PoPo X
und vereinfacht
d ’R,° A 1 ’Rpk A 1
y—(“” T+ f) (” ° 20y - FAF>:0. (4.58)
dx B pb B Po PoPo T
Zunichst wird eine Losung y, fiir die homogene Dgl
dyo (sza2 N 1A 1) 0 (4.59)
— = x ~]y =0, :
dx I} pggﬁ x

gesucht. Der erste Schritt dazu ist die Division durch yy und Multiplikation mit
dz

d R, TIA 1
Wo _ (‘” v+ —5 = | dz, (4.60)
Yo g py BT
Durch Integration entsteht
2Ra2 I
Inyg—InB = d >+ ;4 Inx. (4.61)

28" %3

Dabei haben wir die Konstante —In B addiert, die zur Losung der allgemeinen
Gleichung niitzlich sein wird.

Nun wird die Exponentialfunktion angewendet

2 2
Wl 04 lnx} . (4.62)

Yo = Bexp{ x° +
20 e

Diesen Ausdruck kann man auch als Produkt schreiben

2Ra2 1A
Yo = Bexp {w2ﬂ xz} exp {lnxpé”ﬂ} : (4.63)



KAPITEL 4. ZENTRIFUGE 7

und es ergibt sich die homogene Losung
A 2R 2
Yo = Ba®b ? exp{w%“ xQ} . (4.64)

Wir suchen jetzt nach einer Losung fiir die allgemeine Gleichung, indem wir B als
Funktion von & annehmen

(4.65)

Nun mufl man B so wéhlen, dal die heterogene Gleichung erfiillt wird. Zunéchst
differenzieren wir

A 2 2
Zi = Cflfxpg2ﬁ exp (w Ho x2> +

H IIA -1 2Ra2
+B ;437”525 exp “ il
6B 26

(4.66)

_ o B ex
dx dx P

dy dB - <w2Ra2 2)

(4.67)

Ein Vergleich mit Glg. (4.58) fiithrt weiter. Eingesetzt in diese Gleichung und
gekiirzt erhélt man nédmlich

Nach % umgestellt ergibt sich
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dB 2R, 2R2EP T TA 1
o= A exp et 22) % FPo r——5—— | . (4.69)
dx 20 Do ph BT
. . . . B géﬂ W2R,2 9 .
Wir wollen jetzt zeigen, dafl die Terme z *0 7 und exp (—Tﬁ“x ) nahezu gleich

1 sind. Dann ergibt sich namlich aus Glg. (4.69) die Beziehung

dB W R;pf? 1A 1
df = F L= 2 .
X Po po BT

, (4.70)

die leicht analytisch 16sbar ist.

Zunichst gehen wir auf die Grolenordnung von exp (—“27]?““2552) ein. Mit Grofen-

20
ordnungen von w = 1%, R,=1Im, 0<z<1lund §~ 107?—;, hat der Klammer-
1-1-1
term etwa den Wert To 107 0,5-107". Der Exponent einer so kleinen Zahl

ist nahezu genau 1. Um etwas iiber den zweiten Ausdruck aussagen zu konnen,

benutzen wir die erste Bestimmungsgleichung fiir A Glg. (4.18)

A = rpfol” (4.71)

und erhalten als GroBenordnung fiir A

k k
Arm-0,23-10°-2 12 ~ 1022 (4.72)
m S ms
Damit ergibt sich fiir den zweiten Ausdruck
- 1;24 105.102 —6
T P00 P ~g 106107 = 1‘10 ~ 1. (473)
Die Terme sind offensichtlich nahezu gleich 1. Es gilt jetzt also zu l6sen
d 2R.*pl ITA 1
Y _ ¥ P A (4.74)

de — pf peps @’
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Integration liefert

WrRj2pE ., TIA
x —
2p oy vl

y = By + Inx. (4.75)

Dies konnen wir jetzt auf die physikalischen Variablen zuriicktransformieren. Dann

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Transformationsregeln

F_ . F 2Ra2 a 2 11
P R (T) A, (7”) . (4.76)
P 2p} R, Po Po

In dieser Gleichung sind die zwei Konstanten By und A unbekannt. Das weitere

Vorgehen wird also die Bestimmung dieser Konstanten sein.

4.6 Randbedingungen

Wir benétigen dazu Randbedingungen. Um sie aufstellen zu konnen, ist die Frage
zu klédren, welcher der beiden folgenden Grenzfille fiir die Lastverteilung auf die

Komponenten fiir die Beschreibung der Situation in der Zentrifuge geeignet ist.

1. Modell von Terzaghi

¢p
ul

Abb. 4.3  Modell von Terzaghi

In diesem Modell iibernimmt das Wasser unmittelbar nach Aufbringen der
Last zunéchst die gesamte Auflast. Erst mit dem AbflieBen des Wassers
durch die Poren wird die Auflast nach und nach an die Federn (also das Ske-

lett) abgegeben. Dies geschieht im allgemeinen so langsam, dal das System
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eine kontinuierliche Folge von Gleichgewichtsprozessen durchléuft, man kann
also die Beschleunigung vernachléssigen. Solche nicht-stationédren Vorgénge

nennt man quasi-statisch.

Tragen wir den Druck in der Fliissigkeit p? abhingig von der Zeit auf, so

wird deutlich, daf hier nur eine Randbedingung entsteht.

DA

Abb. 4.4  Quasi-statische Vorginge

Es mufl ndmlich zu jeder Zeit t gelten

PO+t = . (4.77)

2. Modell fiir den statischen Fall

Abb. 4.5 Modell fiir den statischen Fall

Im stationdren Fall findet keine Ausfuhr statt, d.h. es gibt weder zeitliche

noch ortliche Verdnderung.
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Verlangt man, dafl ein Korper statistisch (nicht regelméBig) verteilt” ist, so
kann man ndherungsweise die Fldchenporositit mit der Volumenporositét

gleichsetzen und es gilt fiir die Belastung ¢

p = ng,
(4.78)

p = (1-n)g.

D.h., die Verteilung der Last auf Skelett und Fluid ist proportional zur

Porositat.

Wegen der Zeitunabhingigkeit im nicht-inertialen Bezugssystem und der stati-
stischen Verteilung des Korpers in der Zentrifuge, sind die Randbedingungen in
unserem Fall statisch. Es finden keine Relaxationen wie im Terzaghi-Modell statt.

Wir kénnen dann fiir die Zentrifuge die folgenden Randbedingungen angeben

p'(r=R,) = n(r = Ry)pa (4.79)
p'(r=R;) = n(r = Ry)pi ,
mit
n(r=R,) =~ n(r=R;) = ng, (4.80)

"Bsp.: Dieser Wiirfel ist nicht statistisch verteilt.

Fléchenporositét (obere Fldche):
lem-3cm 3

nAoben - -
3cm - 3cm 9
Volumenporositit:
5-1lcm? - 3cm 5

T T3 3em® 9

Abb. 4.6  Wiirfel
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wobei wir den Auflendruck p, atmosphérisch annehmen.

Abb. 4.7  Druckverhéltnisse

Pa
/

4.7 Einsetzen der Randbedingungen

Unser Ziel ist nun die Eliminierung von By aus Glg. (4.83). Wir haben dazu Rand-
bedingungen fiir r = R, und r = R; zur Verfiigung. Nach Einsetzen der Randbe-
dingungen erhalten wir das folgende Gleichungssystem mit zwei Gleichungen fiir

die zwel Unbekannten By und A

a 2 2 F
pa wRG pO
r=R,: Pa_1 - By el
— ¥ 208
2 2 (4.81)
F 2 F
D; w?Ry"py (Rz) ITA (Rz)
r=R,: P = pgydlefo (TN A ()
pE T ol \R,)  pbpt T \R,

Durch Subtraktion und anschliefendes Kiirzen von pf entsteht die gesuchte Glei-

chung fiir A
1 RN*] HOA . (R
F_F 2p 2 F i i
—pF = SR 1 — (= 1<> 4.82
it - pona[ (] He® ] e
die auch nach A aufgelost werden kann
\2
(= = 3err2f 1= ()]} ok
A = . (4.83)
I In (£)

Mithilfe dieser Gleichungen soll nun eine Parameterstudie durchgefiihrt werden.



Kapitel 5
Parameterstudie

Anhand der Gleichungen aus Kapitel 4 wollen wir nun eine Parameterstudie
durchfithren. D.h., wir setzen verschiedene Werte fiir die Konstanten ein, las-
sen beispielsweise Drehgeschwindigkeit oder Druckdifferenz variabel und rechnen

dafiir die Ergiebigkeit }? aus.

a

Dabei beziehen wir uns auf die im Aufsatz von Wilmanski ,,Acceleration waves
in two-component porous media“[13] angegebenen Groflenangaben fiir die Para-
meter. Der dort benutzte Wert fiir die Porositat von 23 % ist auch in unserem
Fall sicherlich brauchbar. Da uns fiir andere Porositédten keine Ergebnisse zur

Verfiigung stehen, werden wir hier die dort gefundenen Ergebnisse iibernehmen.

Um herauszufinden, welche Untersuchungen von Interesse sind, miissen wir uns
zunéchst iiberlegen, wodurch die Bewegung in der Zentrifuge zustandekommt.
Es ist offensichtlich, dafl eine Bewegung nur dann stattfindet, wenn die Drehge-
schwindigkeit w ungleich Null ist oder wenn eine Druckdifferenz zwischen Innen-
und AuBlendruck auftritt (oder die Kombination von beidem).

Dies ist auch leicht an Glg. (4.89) zu sehen

1 RN\?] 1IA R;
F_F _ = 2Ra2 F 1_(Z> — 1 (Z> . 5.1
P b; 2 w Po Ra + pg' n Ra ( )

Man sieht hier sofort, dafl die Ergiebigkeit é aufer von Drehgeschwindigkeit und

a

83
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Druckdifferenz nur von Konstanten abhangt. Wir betrachten also eine Gleichung

der Form
.ﬁp—,l.b‘.dz =vA, mit Ap = pf+pf1
_ L r (E)Q
g o= 2 u.p[I [1 R:: L] (52}
e ()
& \R.

Wir wollen nun einige Fille betrachten, um herauszufinden, welchen Einflub es
auf die Ergiebigkeit hat, wenn sich diese beiden Groflen dndern.

Dazu setzen wir die folgenden Werte ein:

AuBenradius: K, = Im

Innenradius: K; = 0,5m ,

Massendichte: pf = 0,23 - 10°X8

Kehrwert der Durchlassigkeit: IT = IUEHE-E; (siche §. 61)

. Fall: w=10

In diesem Fall ist die Bewegung nur abhingig von der Druckdifferenz pf’ — pf’. Die

Ergiebigkeit der Zentrifuge ist damit eine lineare Funktion der Druckdifferenz.
Al ke |
Rn[m s |

3004
200
1004

ap[MPa]

01 0.08-0.06-0.04002 40,02 0.04 0.06 0.08 0.1

100+

-2004

-3004

Abb. 5.1 Ergiebigheit in Abhiingigkeit von Druckdifferenz
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Tritt zusitzlich der Fall ein, daB p, = p;, so ist die Ergiebigkeit gleich Null.
Ansonsten verdeutlicht Abb. 5.1, daB das Wasser nach aufen flieBit, wenn der

Druck innen grofler ist, aber nach innen fliefit, wenn der Druck auflen hoher ist.

Diesen Fall kann man sich bei einer Zentrifuge, in die das Wasser von innen einge-
lassen wird, natiirlich nur vorstellen, wenn die Zentrifuge aus einer Drehung mit

w # 0 angehalten wird.

2. Fall: p, =pi = Ap= 0

In diesem Sonderfall hingt die Bewegung nur von der Drehgeschwindigkeit ab.

Und zwar ist die Ergiebigkeit proportional zu w®. D.h., es ergibt sich eine quadra-

A [ ks
Ry me s

tische Parabel.

11
0.8+
0.6
El.lll

0.2

Abb.52 Ergiebigkeit in Abhiingigkeit von Direhgeschwindigheit

Wir kénnen hier noch untersuchen, welchen Einflufl die Durchlassigkeit des portsen
Kérpers auf die Ergiebigkeit hat und setzen Werte zwischen 10* und iﬂﬂ‘fﬁg fiir

den Kehrwert der Durchlissigkeit IT ein. Dann ergeben sich folgende Graphen:
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Al k|
Fi’u rrl.2 = _J
14
rd
B r,'”
_ank K
b1 /'EJU Fgg;_
4t ﬂrmﬁ_kg__
m3 s
2 .aD KO
n=10"73¢
n* _r-""_#f_.-l ' = e ] (73] rl
0 0.5 1 15 2 s

Abb. 53  Ergiebigkeit in Abhingigkeit von Drehgeschwindigheit
fiir verschiedene Durchlassigheiten

s fallt auf, daft die Parabeln durch das Einsetzen verschiedener Durchlassig
keiten (hier werden die Kehrwerte der Durchlassigkeiten eingesetzt) sehr stark
gestreckt (kleines II, also grofie Durchlissigkeit) oder gestaucht (grofes II, also
kleine Durchlissigkeit) werden. Ab einer Gréfenordnung von II = 105 X6 ist, die

Ergiebigkeit nahezu Null,

Die Tatsache, daf also IT einen groBen Einfluf auf die Ergiebigkeit hat, bringt uns
anf die [dee, die Ergiebigkeit fiir verschiedene Drehgeschwindigkeiten in Abhéngig-

keit von der Durchlissigkeit darzustellen.
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Abb. 5.4 Ergiebigkeit in Abhingigkeit von Durchlassigheit
fiir verachiedene Drehgeschwindigkeiten

Die entstehenden Kurven haben die Gestalt von Hyperbeln. Fiir grofier werdende

Drehgeschwindigkeiten wird auch die Ergiebigkeit groer.

3. Fall: w, Ap

Fiir verschiedene w ergeben sich entsprechend Geraden mit gleicher Steigung und

unterschiedlichen Nulldurchgiangen.
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0.0004 -0.0002

Abb. 5.5  Ergiebigkeit in Abh&ngigheit von Druckdifferenz
filr verschiedene Drehgeschwindigheiten -

Zu beachten ist hier, daB nur Winkelgeschwindigkeiten um 1 2 sinnvoll sind, da
wir einen Ansatz gewihlt haben, der die Beschleunigung vernachlassigt und somit

héhere Geschwindigkeiten nicht zulafit.

4. Fal =0

Fiir IT = 0 ist Glg. (4.83) nicht definiert. Ohnehin wird hier aber die Beschleuni-
gung so grofl, dab sie nicht mehr vernachldssighar ist, wie dies in unserem Ansatz

getan wurde.

5. Fall: IT = oo

Fiir IT = oo ist das porose Material nicht durchlassig. Es ist offensichtlich, daf
ohne Durchlissigkeit v, = 0 und damit 1st auch die Ergiebigkeit gleich Null.



Kapitel 6
Schluflbemerkung

Das Ziel dieser Arbeit, die Ergiebigkeit einer Zentrifuge aus porosem Material in
Abhéngigkeit von Drehgeschwindigkeit und Durchléassigkeit zu bestimmen, wurde

erreicht.

Die Theorie zweikomponentiger Korper wurde dazu benutzt, ein Modell fiir eine

solche Zentrifuge, bestehend aus Skelett und Fliissigkeit, zu entwickeln.

Um die Vorgénge in dieser Zentrifuge zu beschreiben, war es sinnvoll, die allgemei-

nen Bewegungsgleichungen in ein nicht-inertiales Bezugssystem zu transformieren.

Mithilfe der in ein nicht-inertiales Bezugssystem transformierten Erhaltungsséitze

war es moglich, eine Bestimmungsgleichung fiir die Ergiebigkeit zu entwickeln.

Die gefundene Differentialgleichung konnte durch Streichen von Anteilen, die kei-
nen Einflu} auf die Losung haben, derart vereinfacht werden, daf sich eine ana-

lytisch losbare Gleichung ergab.

In der Parameterstudie wurden dann die Zusammenhénge zwischen Ergiebigkeit,
Drehgeschwindigkeit und Durchléssigkeit aufgezeigt und anhand von Graphen
dargestellt.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind nicht nur fiir technische Zentrifugen von Be-
deutung. Sie konnen auch als Grundlage dienen, um ein Gerét zu entwickeln, das

in Laboranlagen zur Untersuchung der Durchléssigkeit von pordsen Materialien

89
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benutzt werden konnte. Als Vergleich hierzu sei das bekannte Maxwell-Rheometer

zur Bestimmung der Zahigkeit von nicht-newtonischen Fliissigkeiten genannt.
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